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�áâã¯

¿�¨áªà¥â  ¬ â¥¬ â¨ª À { ®¤  § ®á®¢¨å äã¤ ¬¥â «ì¨å ¤¨á-
æ¨¯«÷ ã § £ «ì® ãª®¢÷© ¯÷¤£®â®¢æ÷ áâã¤¥â÷¢ §  á¯¥æ÷ «ì®áâï¬¨
7.080203 ¿�¨áâ¥¬¨©   «÷§ ÷ ã¯à ¢«÷ïÀ, 7.080204 ¿�®æ÷ «ì  ÷ä®à-
¬ â¨ª À â  7.080404 ¿öâ¥«¥ªâã «ì÷ á¨áâ¥¬¨ ¯à¨©ïââï à÷è¥ìÀ. �ãàá
¤¨áªà¥â®ù ¬ â¥¬ â¨ª¨ õ ¡ §®¢¨¬ ¤«ï â ª¨å ¤¨áæ¨¯«÷, ïª ¿�¥®à÷ï
©¬®¢÷à®áâ¥© â  ¬ â¥¬ â¨ç  áâ â¨áâ¨ª À, ¿�¯¥æ÷ «÷§®¢ ÷ ¬®¢¨ ¯à®-
£à ¬ã¢ ïÀ, ¿�ªá¯¥àâ÷ á¨áâ¥¬¨À â  ÷è¨å. �÷¤ ç á ¢¨¢ç¥ï ªãàáã
¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâì ®á®¢÷ ¢¨§ ç¥ï â  â¥®à¥¬¨ ¤¨áæ¨¯«÷ ¿� â¥¬ â¨ç-
¨©   «÷§À â  ¿�÷÷©   «£¥¡à À.

�  ¢ç «ì®¬ã ¯®á÷¡¨ªã ¯®¤ ® â¥®à¥â¨ç¨© ¬ â¥à÷ « §  à®§¤÷« -
¬¨ ¿� áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨ â  à¥è÷âª¨À, ¿�ã«¥¢÷  «£¥¡à¨À â 
¿�ã«¥¢÷ äãªæ÷ù. �à¨â¥à÷© äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨À. � â¥à÷ «, §£÷¤® §
à®¡®ç®î ¯à®£à ¬®î ¤¨áæ¨¯«÷¨ ¿�¨áªà¥â  ¬ â¥¬ â¨ª À, à®§à å®¢ ®
  ¢¨ª« ¤ ï ¯à®âï£®¬ ¯'ïâ¨ «¥ªæ÷©.

�§ ç¥ï â  â¥®à¥¬¨ ¯à®÷«îáâà®¢ ® ¯à¨ª« ¤ ¬¨. �à®áâ÷ â¢¥à¤¦¥-
ï â  â¢¥à¤¦¥ï, é® ¬®¦ãâì ¡ãâ¨ ¤®¢¥¤¥÷ §    «®£÷õî, § ¯à®¯®®¢ ®
ïª ¢¯à ¢¨ ¤«ï á ¬®áâ÷©®ù à®¡®â¨.

�®á«÷¤®¢÷áâì ÷ áâ¨«ì ¯®¤ ï ¬ â¥à÷ «ã ¯®¢÷áâî ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì à®-
¡®ç÷© ¯à®£à ¬÷ â  § ¤®¢®«ìïîâì ¯®âà¥¡¨ áã¬÷¦¨å ¬ â¥¬ â¨ç¨å ÷ ¯à¨-
ª« ¤¨å ¤¨áæ¨¯«÷.
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�®§¤÷« 1

� áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷
¬®¦¨¨

1.1. �á®¢÷ ¯®ïââï
�ª ®¤¨ ÷§ ®á®¢¨å ®¡'õªâ÷¢ à®§£«ï¥¬® ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ã ¬®-

¦¨ã (���), â®¡â® ¯ àã 〈A,4〉, ¤¥ A { ¥¯®à®¦ï ¬®¦¨ , ¿4À {
¢÷¤®è¥ï ç áâª®¢®£® ¯®àï¤ªã   A [1].

�®ïââï ¿¢÷¤®è¥ï ç áâª®¢®£® ¯®àï¤ªãÀ (§ §¢¨ç © ¢¦¨¢ îâì â¥à-
¬÷ ¿¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªãÀ) ¢¢ ¦ õ¬® æ÷«ª®¬ §à®§ã¬÷«¨¬. � «÷ ã æ÷© £« -
¢÷ à®§£«ï¥¬® ÷è÷ äã¤ ¬¥â «ì÷ ¯®ïââï, ïª÷  ¡® ¢¦¥ ¢÷¤®¬÷,  ¡® õ
¤ã¦¥ ¯à®áâ¨¬¨ ÷ ¥ ¯®âà¥¡ãîâì ¤®¤ âª®¢¨å ¯®ïá¥ì.

�®§ ç¥ï a 4 b õ «¨è¥ §àãç¨¬ áª®à®ç¥ï¬ ¤«ï ¯®§ ç¥ï
(a, b) ∈ R, ¤¥ R ⊂ (A×A) { ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã, § ¤ ¥   ¬®¦¨÷ A.

�ªé® a 4 b (b < a) ¤«ï a, b ∈ A, â® £®¢®àïâì, é® ¥«¥¬¥â a ¯¥à¥¤ãõ
(¥áâà®£® ¯¥à¥¤ãõ) ¥«¥¬¥âã b,  ¡® ¥«¥¬¥â b á«÷¤ãõ (¥áâà®£® á«÷¤ãõ) § 
¥«¥¬¥â®¬ a.

�®àï¤ ÷§ ¥áâà®£¨¬ ¯¥à¥¤ã¢ ï¬ (á«÷¤ã¢ ï¬) ¯à¨à®¤¨¬ ç¨-
®¬ ¢¢®¤ïâì ¢÷¤®è¥ï ¿≺À áâà®£®£® ¯¥à¥¤ã¢ ï â  ¢÷¤®è¥ï

5



�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

¿ÂÀ áâà®£®£® á«÷¤ã¢ ï. �÷¤®è¥ï ¿≺À â  ¿4À ¯®¢'ï§ ÷ ®¤¥ § ®¤-
¨¬ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨

(x ≺ y) ⇔ ((x 4 y) ∧ (x 6= y)); (x 4 y) ⇔ ((x ≺ y) ∨ (x = y)).

�«¥¬¥â¨ a, b ∈ A  §¨¢ îâì ¯®à÷¢ï¨¬¨, ïªé® a 4 b  ¡® b 4 a.
�ªé® ¡ã¤ì-ïª÷ ¤¢  ¥«¥¬¥â¨ ��� 〈A,4〉 ¯®à÷¢ï÷, ¬®¦¨ã A  §¨-
¢ îâì «÷÷©® ¢¯®àï¤ª®¢ ®î ¬®¦¨®î  ¡® « æî£®¬.

�§ ç¥ï 1.1. �®¢®àïâì, é® ¥«¥¬¥â a ∈ A ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ¯¥à¥¤ãõ
¥«¥¬¥âã b ∈ A (b ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® á«÷¤ãõ §  a), ïªé®

@x ∈ A : a ≺ x ≺ b.

�à¨ª« ¤ 1.1. 1. � ��� 〈N,6〉 ¥«¥¬¥â a ∈ N ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ¯¥à¥-
¤ãõ ¥«¥¬¥âã b ∈ N â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ b = a + 1. � ª, ¥«¥¬¥â 2

¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ¯¥à¥¤ãõ ¥«¥¬¥âã 3,  «¥ ¥ ¥«¥¬¥âã 4.
2. � ��� 〈R,6〉 ¡¥§¯®á¥à¥¤õ ¯¥à¥¤ã¢ ï ¥¬®¦«¨¢¥, ®áª÷«ìª¨ ¤«ï

ª®¦®ù ¯ à¨ a < b § ©¤¥âìáï x ∈ R, â ª¨©, é® a < x < b (¤®áâ âì®
¢§ïâ¨ x = (a + b)/2).

3. �  ¬®¦¨÷ N à®§£«ï¥¬® ¢÷¤®è¥ï ¯®¤÷«ì®áâ÷:

(a 4 b) ⇔ (b ···a),

â®¡â® a ¯¥à¥¤ãõ b â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ b ¤÷«¨âìáï   a.
�÷¤®è¥ï ¯®¤÷«ì®áâ÷   ¬®¦¨÷  âãà «ì¨å ç¨á¥« à¥ä«¥ªá¨¢¥,

 â¨á¨¬¥âà¨ç¥ ÷ âà §¨â¨¢¥,   ®â¦¥, á¯à ¢¤÷ õ ¢÷¤®è¥ï¬ ç áâª®¢®£®
¯®àï¤ªã. �¥£ª® §à®§ã¬÷â¨, é® ã ��� 〈N, ··· 〉 ¥«¥¬¥â a ¡¥§¯®á¥à¥¤ì®
¯¥à¥¤ãõ ¥«¥¬¥âã b â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ b = pa, ¤¥ p { ¯à®áâ¥ ç¨á«®.

� ã¢ ¦¥ï 1.1. �ã¦¥ ç áâ® ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã ¿4À ¯à¨à®¤¥ ¤«ï
¬®¦¨¨ A: ¿6À   ç¨á«®¢¨å ¬®¦¨ å, ¢÷¤®è¥ï ¿⊂À   ¬®¦¨-
 å ¬®¦¨ â®é®. � â ª¨å ¢¨¯ ¤ª å, ¯®á¨« îç¨áì   ���, ¢÷¤®è¥ï
¯®àï¤ªã ¥ ¢ª §ãîâì; â ª, £®¢®àïâì ¿ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨ 
RÀ § ¬÷áâì ¿ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨  〈R,6〉À.

6



1.1. �á®¢÷ ¯®ïââï

1.1.1. �à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷ ¤«ï ç áâª®¢®
¢¯®àï¤ª®¢ ¨å ¬®¦¨

�ä®à¬ã«îõ¬® ã ¢¨£«ï¤÷ ¢¯à ¢¨ ¯à®áâ¨© à¥§ã«ìâ â, ¯®ª« ¤¥¨© ¢
®á®¢ã ¯à¨æ¨¯ã ¤ã «ì®áâ÷.

�¯à ¢  1.1. �ªé® R ⊂ (A×A) { ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã, â® ®¡¥à¥¥
¢÷¤®è¥ï R−1 ⊂ (A×A) â ª®¦ õ ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã.

�÷¤®è¥ï á«÷¤ã¢ ï ¿<À, §  ¢¨§ ç¥ï¬, ®¡¥à¥¥ ¤® ¢÷¤®è¥-
ï ¯¥à¥¤ã¢ ï ¿4À,   ®â¦¥, §  à¥§ã«ìâ â®¬ ¢¯à ¢¨ 1.1, õ ¢÷¤®è¥ï¬
¯®àï¤ªã. �â¦¥, § ª®¦®î ��� 〈A,4〉 ¯®¢'ï§   ¤ã «ì  ��� 〈A, <〉:

〈A, 4〉∗ = 〈A, <〉 ; a 4∗ b ⇔ a < b ⇔ b 4 a.

�ç¥¢¨¤®, é® ¿¤¢÷ç÷ ¤ã «ì À ��� 〈A,4〉∗∗ (¤ã «ì  ¤® ¤ã «ì®ù)
§¡÷£ õâìáï § ¢¨å÷¤®î ���. ö ªè¥ ª ¦ãç¨, ïªé® ��� 〈A,4〉∗ ¤ã «ì 
¤® 〈A,4〉, â® 〈A,4〉 â ª®¦ ¤ã «ì  ¤® 〈A,4〉∗ (¤® ¢ª § ¨å ��� ÷®¤÷
§ áâ®á®¢ã¢ â¨¬¥¬® â¥à¬÷ ¿¢§ õ¬®¤ã «ì÷áâìÀ).

�à¨ª« ¤ 1.2. �® ��� 〈N,6〉 ¤ã «ì®î õ 〈N,>〉. �ªé® a < b, â® a

¯¥à¥¤ãõ b ã á¥á÷ 〈N,6〉,  «¥ ã ¤ã «ì÷© ��� ¥«¥¬¥â b ¯¥à¥¤ãõ a.

� â¥®à÷ù ��� ç áâ® ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâì ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷ : ïªé®
¯à ¢¤¨¢¥ ¤¥ïª¥ â¢¥à¤¦¥ï, áä®à¬ã«ì®¢ ¥ ã â¥à¬÷ å, ¯®¢'ï§ ¨å §
¢÷¤®è¥ï¬ ¿4À, â® á¯à ¢¤¦ãõâìáï â ª®¦ ¤ã «ì¥ â¢¥à¤¦¥ï, ïª¥
®âà¨¬ãîâì ÷§ ¢¨å÷¤®£® § ¬÷®î ¢÷¤®è¥ï ¿4À   ¢÷¤®è¥ï ¿<À.

�®à¥ªâ÷áâì ¯à¨æ¨¯ã ¤ã «ì®áâ÷ ®¡óàãâ®¢ãõâìáï â¨¬ ä ªâ®¬, é®
¤®¢¥¤¥ï ¤ã «ì®£® â¢¥à¤¦¥ï ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ § ¤®¢¥¤¥ï ¢¨å÷¤®£®
â¢¥à¤¦¥ï § ¬÷®î ¿4À   ¿<À, â®¡â® ¯¥à¥å®¤ïç¨ ¤® ¤ã «ì®ù ���.

� ã¢ ¦¨¬®, é® ã áª« ¤¨å ¢¨¯ ¤ª å á«÷¤ ï¢® ¢¨¯¨á â¨ ä®à¬ã«î-
¢ ï â  ¤®¢¥¤¥ï ¤ã «ì®£® â¢¥à¤¦¥ï, § ¬÷¨¢è¨ ã ¢¨å÷¤®¬ã â¢¥à-
¤¦¥÷ â  ©®£® ¤®¢¥¤¥÷ ¿4À   ¿<À.
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�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

�à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷ ç áâ® ¤®¯®¬ £ õ ¢áâ ®¢¨â¨ ¤®¤ âª®¢÷ ¢§ õ¬®-
§¢'ï§ª¨ ¬÷¦ â¥à¬÷ ¬¨, ®áª÷«ìª¨ ¤ã¦¥ ¡ £ â® ¯®ïâì ã â¥®à÷ù ��� ä®à-
¬ã«îîâìáï ¿¤ã «ì¨¬¨ ¯ à ¬¨À; ¤«ï ä®à¬ã«î¢ ï ¤ã «ì¨å â¢¥à-
¤¦¥ì ¤®áâ âì® § ¬÷¨â¨ â ª÷ â¥à¬÷¨   ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¤ã «ì÷.

�®ªà¥â÷ ¯à¨ª« ¤¨ ¢¨ª®à¨áâ ï ¯à¨æ¨¯ã ¤ã «ì®áâ÷ §ãáâà÷ç îâì-
áï ¤ «÷ ã ä®à¬ã«î¢ ÷ ®§ ç¥ì â  ¤®¢¥¤¥÷ â¢¥à¤¦¥ì à÷§®£® à÷¢ï
áª« ¤®áâ÷.

1.1.2. �÷ £à ¬¨ �¥áá¥

�¥å © 〈A,4〉 { áª÷ç¥  ���, â®¡â® A = {a1, a2, . . . , an}. � æì®¬ã
¢¨¯ ¤ªã ¤«ï §®¡à ¦¥ï ¢¯®àï¤ªã¢ ï ç áâ® ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâì £à ä¨
á¯¥æ÷ «ì®£® ¢¨£«ï¤ã:

• £à ä ¬÷áâ¨âì n ¢¥àè¨, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ¥«¥¬¥â ¬ a1, a2, . . . , an;
• ¢¥àè¨¨ ai â  aj §'õ¤ãîâì à¥¡à®¬ â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ ¥«¥¬¥â

ai ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ¯¥à¥¤ãõ ¥«¥¬¥âã aj;
• ïªé® ai ≺ aj, ¢¥àè¨ã aj à®§â è®¢ãîâì   ¯«®é¨÷ ¢¨é¥ §  ai.

�à®§ã¬÷«®, é® ®¯¨á ÷ ã¬®¢¨ ®¤®§ ç® § ¤ îâì ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤-
ªã. � ª¨© £à ä  §¨¢ îâì ¤÷ £à ¬®î �¥áá¥1 ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ®ù ¬®-
¦¨¨ 〈A,4〉.

�à¨ª« ¤ 1.3. �¥å © n ∈ N, Ln = {k ∈ N : n ···k} (Ln { ¬®¦¨-
   âãà «ì¨å ¤÷«ì¨ª÷¢ ä÷ªá®¢ ®£® ç¨á«  n). �®¦¨  Ln ç áâª®¢®
¢¯®àï¤ª®¢   §  ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®¤÷«ì®áâ÷ ¿ ···À. �÷ £à ¬¨ �¥áá¥ ¬®¦¨¨
〈Ln, ··· 〉 ¤«ï à÷§¨å § ç¥ì n §®¡à ¦¥®   à¨á. 1.1.

1�î¤¢¨£ �ââ® �¥áá¥ (1811{1874) { ÷¬¥æìª¨© ¬ â¥¬ â¨ª,  ¢â®à äã¤ ¬¥â «ì¨å
à®¡÷â ã £ «ã§÷ ¤¨ä¥à¥æ÷ «ì®ù £¥®¬¥âà÷ù â  ¢ à÷ æ÷©®£® ç¨á«¥ï; ã æ¨å ¯à æïå ¢¨-
ª®à¨áâ®¢ã¢ ¢ ÷¢ à÷ â¨© ¢¨§ ç¨ª ÷§ ¤àã£¨å ¯®å÷¤¨å, ïª¨© ¨÷  §¨¢ îâì £¥áá÷-
 ®¬.
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1.1. �á®¢÷ ¯®ïââï

8

4

2

1

12

6

3

4

2

1

15

5 3

1

30

10 6

3

15

5 2

1

�¨á. 1.1. �÷ £à ¬¨ �¥áá¥ ¬®¦¨¨ 〈Ln, ··· 〉 ¤«ï n = 8; 12; 15; 30

�à¨ª« ¤ 1.4. �®§£«ï¥¬® ���
{{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 5}, {2, 5},∅},

¤¥ (A 4 B) ⇔ (A ⊂ B).

�«¥¬¥â ¬¨ æ÷õù ¬®-
¦¨¨ õ è÷áâì ¬®¦¨,
¬÷¦ ïª¨¬¨ ¢áâ ®¢«¥®
ª« á¨ç¥ ç áâª®¢¥ ¢¯®àï¤-
ªã¢ ï ¿¡ãâ¨ ¯÷¤¬®¦¨-
®îÀ. �÷¤¯®¢÷¤ã ¤÷ £à -
¬ã �¥áá¥ §®¡à ¦¥®  
à¨á. 1.2.

{1,2,3,4,5}

{1,2,3,5} {1,2,4,5}

{1,5} {2,5}

Æ

�¨á. 1.2. �÷ £à ¬  �¥áá¥ ¬®¦¨¨ {{1, 2, 3, 4, 5},
{1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 5}, {2, 5},∅}

�ç¥¢¨¤®, é® ¤÷ £à ¬  �¥áá¥ ¤ã «ì®ù ��� õ ¿¢¥àâ¨ª «ì¨¬ ¢÷¤¤-
§¥àª «î¢ ï¬À ¤÷ £à ¬¨ ¢¨å÷¤®ù ��� (à¨á. 1.3).
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�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

a

a

c

c

b

b

e

e

f

f

d

d

�¨á. 1.3. �à¨ª« ¤ ¤÷ £à ¬ �¥áá¥ ¢§ õ¬®¤ã «ì¨å ���

1.1.3. � ªá¨¬ «ì÷ ÷ ¬÷÷¬ «ì÷ ¥«¥¬¥â¨

�¥å © 〈A,4〉 { ¤®¢÷«ì  ���, B ⊂ A, B 6= ∅.
�§ ç¥ï 1.2. �«¥¬¥â M ∈ B  §¨¢ îâì ¬ ªá¨¬ «ì¨¬ ¤«ï ¬®-

¦¨¨ B, ïªé®
∀x ∈ B : (x < M) ⇒ (x = M).

�«¥¬¥â m ∈ B  §¨¢ îâì ¬÷÷¬ «ì¨¬ ¤«ï ¬®¦¨¨ B, ïªé®

∀x ∈ B : (x 4 m) ⇒ (x = m).

�®ïââï ¬ ªá¨¬ «ì®£® â  ¬÷÷¬ «ì®£® ¥«¥¬¥â  ¢§ õ¬®¤ã «ì÷: ïª-
é® ¥«¥¬¥â ¬ ªá¨¬ «ì¨© (¬÷÷¬ «ì¨©) ¤«ï ¯÷¤¬®¦¨¨ B ¤¥ïª®ù ���
〈A,4〉, â® ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷© ¤ã «ì÷© ��� 〈A,<〉 æ¥© ¥«¥¬¥â ¡ã¤¥ ¤«ï B

¬÷÷¬ «ì¨¬ (¬ ªá¨¬ «ì¨¬).
� ã¢ ¦¥ï 1.2. � ªá¨¬ «ì÷áâì ¥«¥¬¥â  M ∈ B ¥ª¢÷¢ «¥â  ã¬®¢÷

∀x ∈ B : (x 4 M)  ¡® (x â  M ¥¯®à÷¢ï÷).

� «®£÷ç®, ¬÷÷¬ «ì÷áâì ¥«¥¬¥â  m ∈ B ¥ª¢÷¢ «¥â  ã¬®¢÷

∀x ∈ B : (x < m)  ¡® (x â  m ¥¯®à÷¢ï÷).
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1.1. �á®¢÷ ¯®ïââï

�à¨ª« ¤ 1.5. 1. �®§£«ï¥¬® ��� A = {a, b, c, d, e, f, g} § ¤÷ £à ¬®î
�¥áá¥, §®¡à ¦¥®î   à¨á. 1.4.

a

c

e f

b

g

d

�¨á. 1.4

�÷¤¬®¦¨  B1 = {a, b, c} ¬÷áâ¨âì ®¤¨ ¬ ª-
á¨¬ «ì¨© ¥«¥¬¥â a â  ¤¢  ¬÷÷¬ «ì¨å ¥«¥¬¥-
â¨ b ÷ c.

�÷¤¬®¦¨  B2 = {b, d, e} ¬÷áâ¨âì ®¤¨ ¬ ª-
á¨¬ «ì¨© ¥«¥¬¥â b â  ®¤¨ ¬÷÷¬ «ì¨© ¥«¥-
¬¥â e.

� ¯÷¤¬®¦¨÷ B3 = {e, f} ®¡¨¤¢  ¥«¥¬¥â¨ õ
®¤®ç á® ÷ ¬÷÷¬ «ì¨¬¨, ÷ ¬ ªá¨¬ «ì¨¬¨.

� ¬  ¬®¦¨  A = {a, b, c, d, e, f, g} (ïª ¯÷¤-
¬®¦¨  á ¬®ù á¥¡¥) ¬÷áâ¨âì ®¤¨ ¬ ªá¨¬ «ì¨©
¥«¥¬¥â a â  ®¤¨ ¬÷÷¬ «ì¨© ¥«¥¬¥â g.

2. �®§£«ï¥¬® ��� 〈Z, 6〉. �÷¤¬®¦¨  N ¬÷áâ¨âì ®¤¨ ¬÷÷¬ «ì¨©
¥«¥¬¥â 1 ÷ ¥ ¬÷áâ¨âì ¬ ªá¨¬ «ì¨å. � ¬  ¬®¦¨  Z ¥ ¬÷áâ¨âì  ÷
¦®¤®£® ¬÷÷¬ «ì®£® ¥«¥¬¥â ,  ÷ ¦®¤®£® ¬ ªá¨¬ «ì®£®.

� ¢¥¤¥¨© ¯à¨ª« ¤ ¯®ª §ãõ, é® § ¤   ¯÷¤¬®¦¨  B ¬®¦¥ ¬÷áâ¨-
â¨ ®¤¨  ¡® ¤¥ª÷«ìª  ¬ ªá¨¬ «ì¨å â  ®¤¨  ¡® ¤¥ª÷«ìª  ¬÷÷¬ «ì¨å
¥«¥¬¥â÷¢, ¬®¦¥ ¬÷áâ¨â¨ ¬ ªá¨¬ «ì÷ ¥«¥¬¥â¨ ÷ ¥ ¬÷áâ¨â¨ ¬÷÷¬ «ì¨å
( ¡®  ¢¯ ª¨), ÷ ¬®¦¥ ¢§ £ «÷ ¥ ¬÷áâ¨â¨  ÷ ¬ ªá¨¬ «ì¨å ¥«¥¬¥â÷¢,  ÷
¬÷÷¬ «ì¨å.

�à¨ª« ¤ 1.6. �«ï ¬®¦¨¨  âãà «ì¨å ç¨á¥« N ã ��� 〈R,6〉
¥«¥¬¥â 1 ¬÷÷¬ «ì¨©, ¬ ªá¨¬ «ì¨å ¥«¥¬¥â÷¢ ¥¬ õ; ã ¤ã «ì÷© ���
〈R,>〉 ¤«ï ¬®¦¨¨ N ¥«¥¬¥â 1 ¬ ªá¨¬ «ì¨©, ¬÷÷¬ «ì¨å ¥«¥¬¥â÷¢
¥¬ õ.

�¯à ¢  1.2. �®¢¥áâ¨, é® ¡ã¤ì-ïª  ¥¯®à®¦ï áª÷ç¥  B ⊂ A ¬÷á-
â¨âì ¯à¨ ©¬÷ ®¤¨ ¬ ªá¨¬ «ì¨© ÷ ¯à¨ ©¬÷ ®¤¨ ¬÷÷¬ «ì¨© ¥«¥-
¬¥â¨.

11



�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

1.1.4. � ©¡÷«ìè÷ ÷  ©¬¥è÷ ¥«¥¬¥â¨
�¥å © 〈A,4〉 { ¤®¢÷«ì  ���, B ⊂ A, B 6= ∅.
�§ ç¥ï 1.3. �«¥¬¥â M ∈ B  §¨¢ îâì  ©¡÷«ìè¨¬ ¤«ï ¬®-

¦¨¨ B, ïªé®

∀x ∈ B : (x 4 M).

�«¥¬¥â m ∈ B  §¨¢ îâì  ©¬¥è¨¬ ¤«ï ¬®¦¨¨ B, ïªé®

∀x ∈ B : (x < m).

�®ïââï  ©¡÷«ìè®£® â   ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â  ¢§ õ¬®¤ã «ì÷: ïªé®
¥«¥¬¥â õ  ©¡÷«ìè¨¬ ( ©¬¥è¨¬) ¤«ï ¯÷¤¬®¦¨¨ B ¤¥ïª®ù ���
〈A,4〉, â® ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷© ¤ã «ì÷© ��� 〈A,<〉 æ¥© ¥«¥¬¥â ¡ã¤¥ ¤«ï B

 ©¬¥è¨¬ ( ©¡÷«ìè¨¬).
�  ¢÷¤¬÷ã ¢÷¤ ¬ ªá¨¬ «ì®£® â  ¬÷÷¬ «ì®£® ¥«¥¬¥â÷¢ (¤¨¢.

§ ã¢ ¦¥ï 1.2),  ©¡÷«ìè¨© â   ©¬¥è¨© ¥«¥¬¥â¨ ¤«ï ¬®¦¨¨
B ⊂ A ¬ îâì ¡ãâ¨ ¯®à÷¢ï¨¬¨ § ª®¦¨¬ ¥«¥¬¥â®¬ ÷§ B.

�ç¥¢¨¤®, é® ã « æî§÷ A ¯®ïââï ¿ ©¡÷«ìè¨©À ÷ ¿¬ ªá¨¬ «ì-
¨©À (¿ ©¬¥è¨©À ÷ ¿¬÷÷¬ «ì¨©À) §¡÷£ îâìáï ¤«ï ¡ã¤ì-ïª®ù ¯÷¤¬®-
¦¨¨ B ⊂ A, ®áª÷«ìª¨ ¢ « æî§÷ ¢á÷ ¥«¥¬¥â¨ ¯®¯ à® ¯®à÷¢ï÷. �à®-
â¥, ïª ¯®ª §ãõ ¯à¨ª« ¤ 1.7, ¤«ï ¤®¢÷«ì¨å ��� ¯®ïââï ¿ ©¡÷«ìè¨©À ÷
¿¬ ªá¨¬ «ì¨©À (¿ ©¬¥è¨©À ÷ ¿¬÷÷¬ «ì¨©À) à®§à÷§ïîâìáï.

�¥¬  1.1. �«ï ¡ã¤ì-ïª®ù ä÷ªá®¢ ®ù ¬®¦¨¨ B ⊂ A ÷áãõ ¥ ¡÷«ìè¥
®¤®£®  ©¡÷«ìè®£® ÷ ¥ ¡÷«ìè¥ ®¤®£®  ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â .

�®¢¥¤¥ï. �à¨¯ãáâ¨¬®, é® ¬®¦¨  B ⊂ A ¬÷áâ¨âì  ©¡÷«ìè÷ ¥«¥-
¬¥â¨ M1 ∈ B â  M2 ∈ B. �®¤÷, §  ¢¨§ ç¥ï¬  ©¡÷«ìè®£® ¥«¥¬¥â ,
®âà¨¬ãõ¬®: M1 4 M2 â  M2 4 M1. �¥¯¥à, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨  â¨á¨¬¥â-
à¨ç÷áâì ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã, ®âà¨¬ãõ¬® à÷¢÷áâì M1 = M2.

�¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¤«ï  ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â  ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ § 
¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷, â®¡â® ¯®¢â®à¨¢è¨ ¤®¢¥¤¥ï ¤«ï  ©¡÷«ìè®£®
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1.1. �á®¢÷ ¯®ïââï

¥«¥¬¥â  ÷§ § ¬÷®î ¿4À   ¿<À ÷ ¯®ïââï ¿ ©¡÷«ìè¨©À   ¢÷¤¯®¢÷¤¥
¤ã «ì¥ ¿ ©¬¥è¨©À.

�à®§ã¬÷«®, é®  ©¡÷«ìè¨© ( ©¬¥è¨©) ¥«¥¬¥â ¤«ï B ⊂ A ®¤®-
ç á® õ ¤«ï B ⊂ A ¬ ªá¨¬ «ì¨¬ (¬÷÷¬ «ì¨¬). �¤ ª, ïª ¡ã¤¥ ¢¨¤®
ã ¯à¨ª« ¤÷ 1.7, §¢®à®â¥ â¢¥à¤¦¥ï ¥¯à ¢¨«ì¥: ¬ ªá¨¬ «ì¨© (¬÷÷-
¬ «ì¨©) ¥«¥¬¥â ¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® õ  ©¡÷«ìè¨¬ ( ©¬¥è¨¬).

�¯à ¢  1.3. �¥å © ¬®¦¨  B ⊂ A ¬÷áâ¨âì  ©¡÷«ìè¨© ¥«¥¬¥â M .
�®¢¥áâ¨, é® B ¥ ¬÷áâ¨âì ÷è¨å ¬ ªá¨¬ «ì¨å ¥«¥¬¥â÷¢. �ä®à¬ã«î¢ -
â¨ ¢÷¤¯®¢÷¤¥ ¤ã «ì¥ â¢¥à¤¦¥ï.

�à¨ª« ¤ 1.7. �«ï ¯®à÷¢ïï ¯®ïâì ¿ ©¡÷«ìè¨©À ÷ ¿¬ ªá¨¬ «ì-
¨©À (¿ ©¬¥è¨©À ÷ ¿¬÷÷¬ «ì¨©À) ¯¥à¥£«ï¥¬® ¬®¦¨ã ÷§ ¯à¨ª« -
¤ã 1.5: A = {a, b, c, d, e, f, g} (¤÷ £à ¬ã �¥áá¥ §®¡à ¦¥®   à¨á. 1.4).

�÷¤¬®¦¨  B1 = {a, b, c} ¬÷áâ¨âì  ©¡÷«ìè¨© ¥«¥¬¥â a (¢÷ ¦¥ ¬ ª-
á¨¬ «ì¨©) ÷ ¥ ¬÷áâ¨âì  ©¬¥è®£® (®¤ ª õ ¤¢  ¬÷÷¬ «ì¨å ¥«¥¬¥â¨ {
b â  c).

�÷¤¬®¦¨  B2 = {b, d, e} ¬÷áâ¨âì  ©¡÷«ìè¨© ¥«¥¬¥â b (¢÷ ¦¥ ¬ ª-
á¨¬ «ì¨©) ÷  ©¬¥è¨© ¥«¥¬¥â e (¢÷ ¦¥ ¬÷÷¬ «ì¨©).

� ¯÷¤¬®¦¨÷ B3 = {e, f} ¥¬ õ  ÷  ©¡÷«ìè®£®,  ÷  ©¬¥è®£®
¥«¥¬¥â÷¢, ®¤ ª ®¡¨¤¢  ¥«¥¬¥â¨ e â  f ®¤®ç á® ÷ ¬÷÷¬ «ì÷, ÷ ¬ ª-
á¨¬ «ì÷.

� ¬  ¬®¦¨  A = {a, b, c, d, e, f, g} ¬ õ  ©¡÷«ìè¨© ¥«¥¬¥â a (¢÷
¦¥ ¬ ªá¨¬ «ì¨©) ÷  ©¬¥è¨© ¥«¥¬¥â g (¢÷ ¦¥ ¬÷÷¬ «ì¨©).

�¯à ¢  1.4. �¥å © áª÷ç¥  ¥¯®à®¦ï ¬®¦¨  B ⊂ A ¬÷áâ¨âì
â®ç® ®¤¨ ¬ ªá¨¬ «ì¨© ¥«¥¬¥â. �®¢¥áâ¨, é® æ¥© ¥«¥¬¥â õ ¤«ï ¬®-
¦¨¨ B  ©¡÷«ìè¨¬. �ä®à¬ã«î¢ â¨ ¢÷¤¯®¢÷¤¥ ¤ã «ì¥ â¢¥à¤¦¥ï.
�®ª § â¨, é® ¤«ï ¥áª÷ç¥®ù B æ÷ â¢¥à¤¦¥ï ¬®¦ãâì ¥ ¢¨ª®ã¢ -
â¨áï.
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�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

1.2. �¥àå÷ © ¨¦÷ ¬¥¦÷.
�ã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬

�¥å © 〈A,4〉 { ¤®¢÷«ì  ���, B ⊂ A, B 6= ∅.
�§ ç¥ï 1.4. �«¥¬¥â M ∈ A  §¨¢ îâì ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î ¤«ï

¬®¦¨¨ B, ïªé®
∀x ∈ B : (x 4 M).

�«¥¬¥â m ∈ A  §¨¢ îâì ¨¦ì®î ¬¥¦¥î ¤«ï ¬®¦¨¨ B, ïªé®

∀x ∈ B : (x < m).

�®ïââï ¢¥àåì®ù â  ¨¦ì®ù ¬¥¦÷ ¢§ õ¬®¤ã «ì÷: ïªé® ¥«¥¬¥â õ
¢¥àåì®î (¨¦ì®î) ¬¥¦¥î ¤«ï ¯÷¤¬®¦¨¨ B ¤¥ïª®ù ��� 〈A,4〉, â®
ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷© ¤ã «ì÷© ��� 〈A, <〉 æ¥© ¥«¥¬¥â õ ¨¦ì®î (¢¥àåì®î)
¬¥¦¥î ¤«ï B.

�  ¢÷¤¬÷ã ¢÷¤  ©¡÷«ìè®£® ( ©¬¥è®£®) ¥«¥¬¥â , ¢¥àåï (¨¦ï)
¬¥¦  ¤«ï B ⊂ A ¬®¦¥ ¥  «¥¦ â¨ ¯÷¤¬®¦¨÷ B. �ç¥¢¨¤®, é®  ©-
¡÷«ìè¨© ( ©¬¥è¨©) ¥«¥¬¥â ¤«ï B ¬®¦  ¢¨§ ç¨â¨ ïª ¢¥àåî (¨¦-
î) ¬¥¦ã B, é®  «¥¦¨âì B.

�à¨ª« ¤ 1.8. �®§£«ï¥¬® ¬®¦¨ã A = {a, b, c, d, e, f, g} ÷§ ¯à¨ª« -
¤ã 1.5 (¤÷ £à ¬ã �¥áá¥ §®¡à ¦¥®   à¨á. 1.4).

�÷¤¬®¦¨  B1 = {a, b, c} ¬ õ ®¤ã ¢¥àåî ¬¥¦ã a (¢®  ¦  ©¡÷«ì-
è¨© ¥«¥¬¥â ¤«ï B1, ®áª÷«ìª¨ a ∈ B1) ÷ ç®â¨à¨ ¨¦÷ ¬¥¦÷ { d, e, f , g

(B1 ¥ ¬÷áâ¨âì  ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â , ®áª÷«ìª¨ ¦®¤  ÷§ ¨¦÷å ¬¥¦ B1

¥  «¥¦¨âì B1).
�÷¤¬®¦¨  B2 = {b, d, e} ¬ õ ¢¥àå÷ ¬¥¦÷ a â  b ( ©¡÷«ìè¨© ¥«¥-

¬¥â { b ∈ B2) ÷ ¨¦÷ ¬¥¦÷ e â  g ( ©¬¥è¨© ¥«¥¬¥â { e ∈ B2).
�÷¤¬®¦¨  B3 = {e, f} ¬ õ ç®â¨à¨ ¢¥àå÷ ¬¥¦÷ { a, b, c, d â  ®¤ã

¨¦î ¬¥¦ã g ( ©¡÷«ìè®£® â   ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â÷¢ B3 ¥ ¬÷áâ¨âì).
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1.2. �¥àå÷ © ¨¦÷ ¬¥¦÷. �ã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬

� ¬  ¬®¦¨  A = {a, b, c, d, e, f, g} ¬ õ ®¤ã ¢¥àåî ¬¥¦ã a (¢®  ¦
 ©¡÷«ìè¨© ¥«¥¬¥â ¤«ï A) ÷ ¨¦î ¬¥¦ã g (¢®  ¦  ©¬¥è¨© ¥«¥¬¥â
¤«ï A).

�à¨ª« ¤ 1.9. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨  〈N,6〉 (ïª ¯÷¤¬®-
¦¨  á ¬®ù á¥¡¥) ¥ ¬ õ ¦®¤®ù ¢¥àåì®ù ¬¥¦÷ ÷ ¬ õ ®¤ã ¨¦î ¬¥¦ã
1 ∈ N.

�÷¤¬®¦¨  ¯ à¨å ç¨á¥« {2k : k ∈ N} ∈ N ¥ ¬ õ ¦®¤®ù ¢¥àåì®ù
¬¥¦÷ ÷ ¬ õ ¤¢÷ ¨¦÷ ¬¥¦÷ 1 â  2.

�§ ç¥ï 1.5. �®ç®î ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î (áã¯à¥¬ã¬®¬) ¬®¦¨¨
B ⊂ A  §¨¢ îâì ¥«¥¬¥â sup B ∈ A, ïª¨© õ  ©¬¥è¨¬ ã ¬®¦¨÷
¢¥àå÷å ¬¥¦ ¬®¦¨¨ B. �®ç®î ¨¦ì®î ¬¥¦¥î (÷ä÷¬ã¬®¬) ¬®¦¨¨
B ⊂ A  §¨¢ îâì ¥«¥¬¥â inf B ∈ A, ïª¨© õ  ©¡÷«ìè¨¬ ã ¬®¦¨÷
¨¦÷å ¬¥¦ ¬®¦¨¨ B.

�¥à¥ä®à¬ã«îõ¬® ®§ ç¥ï 1.5 ã ¢¨£«ï¤÷, §àãç÷è®¬ã ¤«ï ¯à ªâ¨ç-
®£® ¢¨ª®à¨áâ ï ã ¢¨¯ ¤ª å, ª®«¨ âà¥¡  ¤®¢¥áâ¨, é® ¯¥¢¨© ¥«¥¬¥â
õ áã¯à¥¬ã¬®¬  ¡® ÷ä÷¬ã¬®¬.

�«ï â®£®, é®¡ ¥«¥¬¥â M ∈ A ¡ã¢ â®ç®î ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î ¬®¦¨¨
B ⊂ A, ¥®¡å÷¤¥ ÷ ¤®áâ âõ ¢¨ª® ï ¤¢®å ã¬®¢:

• ¥«¥¬¥â M õ ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î ¤«ï B; (1.1)
• ïªé® M̃ ∈ A { ¤®¢÷«ì  ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï B ⊂ A, â® M 4 M̃ . (1.2)

�«ï â®£®, é®¡ ¥«¥¬¥â m ∈ A ¡ã¢ â®ç®î ¨¦ì®î ¬¥¦¥î ¬®¦¨¨
B ⊂ A, ¥®¡å÷¤¥ ÷ ¤®áâ âõ ¢¨ª® ï ¤¢®å ã¬®¢:

• ¥«¥¬¥â m õ ¨¦ì®î ¬¥¦¥î ¤«ï B;

• ïªé® m̃ ∈ A { ¤®¢÷«ì  ¨¦ï ¬¥¦  ¤«ï B ⊂ A, â® m < m̃.

�ç¥¢¨¤®, é® ¯®ïââï áã¯à¥¬ã¬ã â  ÷ä÷¬ã¬ã ¢§ õ¬®¤ã «ì÷, é® ¤ õ
¬®¦«¨¢÷áâì á¯à®áâ¨â¨ ¤®¢¥¤¥ï ¡ £ âì®å â¢¥à¤¦¥ì.
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�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

�®§£«ï¥¬® â¢¥à¤¦¥ï, ïª¥ ¤®¯®¬ £ õ ¢¨§ ç â¨ áã¯à¥¬ã¬ (÷ä÷-
¬ã¬) ã ¢ ¦«¨¢®¬ã ¯à ªâ¨ç®¬ã ¢¨¯ ¤ªã.

�¥¬  1.2. �ªé® ¢¥àåï (¨¦ï) ¬¥¦  ¬®¦¨¨ B ⊂ A  «¥¦¨âì
á ¬÷© ¬®¦¨÷ B, æï ¬¥¦  õ â®ç®î.

�®¢¥¤¥ï. �¢¥à¤¦¥ï ¤®¢¥¤¥¬® ¤«ï áã¯à¥¬ã¬ã (â¢¥à¤¦¥ï ¤«ï
÷ä÷¬ã¬ã ®âà¨¬ãõ¬® §  ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷).

�¥å © M ∈ B ⊂ A, ÷ M { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï B. �«ï ¥«¥¬¥â  M

¯¥à¥¢÷à¨¬® ã¬®¢¨ (1.1) â  (1.2).
�¬®¢  (1.1) ¢¨ª®ãõâìáï §  ¯à¨¯ãé¥ï¬ «¥¬¨. �¥å © M̃ ∈ A {

¤®¢÷«ì  ¢¥àåï ¬¥¦  ¬®¦¨¨ B. �áª÷«ìª¨ M ∈ B, ®âà¨¬ãõ¬®, é®
M 4 M̃ . �â¦¥, ã¬®¢  (1.2) â ª®¦ ¢¨ª®ãõâìáï, ÷ M õ áã¯à¥¬ã¬®¬ ¤«ï
¬®¦¨¨ B.

� ã¢ ¦¥ï 1.3. �ã¯à¥¬ã¬ (÷ä÷¬ã¬) ¬®¦¨¨ B ⊂ A, ïª ÷ ¤®¢÷«ì 
¢¥àåï (¨¦ï) ¬¥¦  B, ¥ ®¡®¢'ï§ª®¢®  «¥¦¨âì ¯÷¤¬®¦¨÷ B.

�¯à ¢  1.5. �®¢¥áâ¨ ¥ª¢÷¢ «¥â÷áâì â¢¥à¤¦¥ì:
1. �«¥¬¥â M {  ©¡÷«ìè¨© ¤«ï ¬®¦¨¨ B.
2. M = sup B ÷ M ∈ B.
3. M { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï B ÷ M ∈ B.
�¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷, áä®à¬ã«î¢ â¨ © ¤®¢¥áâ¨ ¢÷¤-

¯®¢÷¤¥ â¢¥à¤¦¥ï ¤«ï  ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â , ÷ä÷¬ã¬ã ÷ ¨¦ì®ù ¬¥¦÷.

�áª÷«ìª¨ áã¯à¥¬ã¬ {  ©¬¥è¨© ¥«¥¬¥â ã ¬®¦¨÷ ¢¥àå÷å ¬¥¦ (÷-
ä÷¬ã¬ {  ©¡÷«ìè¨© ¥«¥¬¥â ã ¬®¦¨÷ ¨¦÷å ¬¥¦), ÷§ «¥¬¨ 1.1 ¢¨¯«¨-
¢ õ â¢¥à¤¦¥ï ¯à® õ¤¨÷áâì â®ç¨å £à ¥©.

�¥¬  1.3. �«ï ¡ã¤ì-ïª®ù ¬®¦¨¨ B ⊂ A ÷áãõ ¥ ¡÷«ìè¥ ®¤®£®
áã¯à¥¬ã¬ã ÷ ¥ ¡÷«ìè¥ ®¤®£® ÷ä÷¬ã¬ã.

�¯à ¢  1.6. �®¢¥áâ¨ «¥¬ã 1.3 á ¬®áâ÷©®.

�à¨ª« ¤ 1.10. �®§£«ï¥¬® ��� ÷§ ¤÷ £à ¬®î, §®¡à ¦¥®î  
à¨á. 1.5.
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1.2. �¥àå÷ © ¨¦÷ ¬¥¦÷. �ã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬

a

cb

e f

d

�¨á. 1.5

�®¦¨  {d, e, f} ¬ õ ç®â¨à¨ ¢¥àå÷ ¬¥¦÷ {
a, b, c, d, á¥à¥¤ ïª¨å d {  ©¬¥è . �â-
¦¥, sup{d, e, f} = d. �à÷¬ â®£®, d {  ©¡÷«ì-
è¨© ¥«¥¬¥â ¤«ï ¬®¦¨¨ {d, e, f}, ®áª÷«ìª¨
d = sup{d, e, f} ∈ {d, e, f}. �®¦¨  {d, e, f}
¥ ¬ õ â®ç®ù ¨¦ì®ù ¬¥¦÷, ®áª÷«ìª¨ ¢§ £ «÷
¥ ¬ õ ¨¦÷å ¬¥¦.

�à¨ª« ¤ 1.11. �®§£«ï¥¬® ��� ÷§ ¤÷ £à ¬®î, §®¡à ¦¥®î  
à¨á. 1.6.

�÷¤¬®¦¨  {d, e} ¬ õ âà¨ ¢¥àå÷ ¬¥¦÷ {
a, b, c, {  «¥ ¦®¤  § ¨å ¥ õ  ©¬¥è®î
(¬®¦¨  {a, b, c} ¥ ¬ õ  ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥-
â ). �â¦¥, â®ç®ù ¢¥àåì®ù ¬¥¦÷ (áã¯à¥¬ã¬ã)
¤«ï {d, e} ¥ ÷áãõ.

�ç¥¢¨¤®, é® inf{d, e} = f , ®áª÷«ìª¨ f {
õ¤¨  ¨¦ï ¬¥¦  ¬®¦¨¨ {d, e}. � § ç¨-
¬®, é® f ¥ õ  ©¬¥è¨¬ ¥«¥¬¥â®¬ ¤«ï {d, e},
®áª÷«ìª¨ f /∈ {d, e} ( ©¬¥è®£® ¥«¥¬¥â  ¤«ï
{d, e}, ®ç¥¢¨¤®, ¥¬ õ).

a

b

c

d e

f

�¨á. 1.6

�¥àå÷ ÷ ¨¦÷ ¬¥¦÷, §®ªà¥¬  áã¯à¥¬ã¬¨ â  ÷ä÷¬ã¬¨, ¬ îâì ¡ £ â®
æ÷ª ¢¨å ¢« áâ¨¢®áâ¥© [3; 5]. � ¢¥¤¥¬® ¤¥ª÷«ìª  ¢ ¦«¨¢¨å â¢¥à¤¦¥ì, ïª÷
 ¤ «÷ ¢¨ª®à¨áâ õ¬® ¯÷¤ ç á ¢¨¢ç¥ï à¥è÷â®ª ÷ ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à.

�¥¬  1.4. (a 4 b) ⇔ (sup{a, b} = b) ⇔ (inf{a, b} = a).

�®¢¥¤¥ï. 1. �¥å © a, b ∈ A, a 4 b. �®¤÷ b { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï {a, b},
§¢÷¤ª¨ b = sup{a, b} §  «¥¬®î 1.2. � «®£÷ç®, a { ¨¦ï ¬¥¦  ¤«ï {a, b}
÷, §  «¥¬®î 1.2, a = inf{a, b}.
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�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

2. �¥å © a, b ∈ A, b = sup{a, b}. �®¤÷ b { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï {a, b}, §¢÷¤ª¨
a 4 b.

3. �¥å © a, b ∈ A, a = inf{a, b}. �®¤÷ a { ¨¦ï ¬¥¦  ¤«ï {a, b}, §¢÷¤ª¨
a 4 b.

ö§ «¥¬¨ 1.4 ¢¨¯«¨¢ õ, é® áã¯à¥¬ã¬¨ (â ª á ¬®, ïª ÷ ÷ä÷¬ã¬¨) ãá÷å
¤¢®å¥«¥¬¥â¨å ¯÷¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A ®¤®§ ç® ¢¨§ ç îâì ¢÷¤®-
è¥ï ¯¥à¥¤ã¢ ï   ¬®¦¨÷ A. �®¡â®, ïªé® ¢÷¤®¬÷ § ç¥ï sup{a, b}
¤«ï ¢á÷å a, b ∈ A  ¡® inf{a, b} ¤«ï ¢á÷å a, b ∈ A, â® ¢÷¤®¬¥ â ª®¦ ¢÷¤®-
è¥ï ¯®àï¤ªã ¿4À (sup{a, b}  ¡® inf{a, b} ¬®¦ãâì ÷ ¥ ÷áã¢ â¨,  «¥ ã
æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ¥«¥¬¥â¨ a â  b ®¤®§ ç® ¥¯®à÷¢ï÷).

�¥®à¥¬  1.1. �¥å © B1, B2 ⊂ A, ÷ ¥å © ÷áãîâì sup B1, sup B2 â 
sup{sup B1, sup B2}. �®¤÷ ÷áãõ sup(B1 ∪B2), ÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï à÷¢÷áâì

sup{sup B1, sup B2} = sup(B1 ∪B2). (1.3)

�¥å © ÷áãîâì ¥«¥¬¥â¨ inf B1, inf B2 â  inf{inf B1, inf B2}. �®¤÷ ÷á-
ãõ inf(B1 ∪B2), ÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï à÷¢÷áâì

inf{inf B1, inf B2} = inf(B1 ∪B2). (1.4)

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥¬® â¢¥à¤¦¥ï â¥®à¥¬¨ ¤«ï áã¯à¥¬ã¬ã (â¢¥à-
¤¦¥ï ¤«ï ÷ä÷¬ã¬ã ®âà¨¬ãõ¬® §  ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷). �®âà÷¡®
¤®¢¥áâ¨, é® ¥«¥¬¥â M = sup{sup B1, sup B2} õ â®ç®î ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î
¤«ï ¬®¦¨¨ B1 ∪B2. �«ï ¤®¢¥¤¥ï ¯¥à¥¢÷à¨¬® ã¬®¢¨ (1.1) â  (1.2).

1. M < sup B1, §¢÷¤ª¨ M < x1 ¤«ï ¢á÷å x1 ∈ B1. � «®£÷ç® M < x2

¤«ï ¢á÷å x2 ∈ B2. � ª¨¬ ç¨®¬, M < x ¤«ï ¢á÷å x ∈ (B1 ∪ B2),   ®â¦¥,
M { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï B1 ∪B2.

2. �¥å © M̃ ∈ A { ¤¥ïª  ¢¥àåï ¬¥¦  ¬®¦¨¨ B1∪B2. �®¤÷, ®ç¥¢¨¤®,
M̃ { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï ¬®¦¨¨ B1,   ®â¦¥, sup B1 4 M̃ . � «®£÷ç®, M̃ {
¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï ¬®¦¨¨ B2, ÷ sup B2 4 M̃ . �â¦¥, M̃ õ ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î
¤«ï ¬®¦¨¨ {sup B1, sup B2}, §¢÷¤ª¨ M̃ < M = sup{sup B1, sup B2}.
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1.2. �¥àå÷ © ¨¦÷ ¬¥¦÷. �ã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬

� á«÷¤®ª. �¥å © a, b, c ∈ A, ÷ ¥å © ÷áãîâì sup{a, b}, sup{b, c},
sup{sup{a, b}, c}, sup{a, sup{b, c}}. �®¤÷ ÷áãõ sup{a, b, c}, ÷ á¯à ¢¤¦ãõâì-
áï à÷¢÷áâì

sup{a, sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c} = sup{a, b, c}.

�¥å © a, b, c ∈ A, ÷ ¥å © ÷áãîâì inf{a, b}, inf{b, c}, inf{inf{a, b}, c},
inf{a, inf{b, c}}. �®¤÷ ÷áãõ inf{a, b, c}, ÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï à÷¢÷áâì

inf{a, inf{b, c}} = inf{inf{a, b}, c} = inf{a, b, c}.

� £®«®á¨¬®, é® ã â¢¥à¤¦¥÷ â¥®à¥¬¨ 1.1 ¢¨¬ £ õâìáï ÷áã¢ ï â®ç-
¨å ¬¥¦ ã «÷¢¨å ç áâ¨ å à÷¢®áâ¥© (1.3) â  (1.4); ÷áã¢ ï áã¯à¥¬ã¬ã
(÷ä÷¬ã¬ã) ã ¯à ¢¨å ç áâ¨ å æ¨å à÷¢®áâ¥© ¯®áâã«îõâìáï â¢¥à¤¦¥ï¬
â¥®à¥¬¨. �÷ª ¢®, é® ÷áã¢ ï áã¯à¥¬ã¬ã ã «÷¢÷© ç áâ¨÷ (1.3) ¥ ¢¨-
¯«¨¢ õ ÷§ ÷áã¢ ï áã¯à¥¬ã¬÷¢ ã ¯à ¢÷© ç áâ¨÷ (1.3) (  «®£÷ç® ¤«ï
à÷¢®áâ÷ (1.4)).

�à¨ª« ¤ 1.12. �«ï ��� ÷§ ¯à¨ª« ¤ã 1.11 (¤÷ £à ¬ã �¥áá¥ §®¡à ¦¥-
®   à¨á. 1.6) à®§£«ï¥¬® ¯÷¤¬®¦¨¨ B1 = {d, e}, B2 = {b}. �ç¥¢¨¤-
®, é® sup B2 = b, sup(B1 ∪ B2) = sup{b, d, e} = b, ®¤ ª ¤«ï ¬®¦¨¨
B1 = {d, e} áã¯à¥¬ã¬ã ¥ ÷áãõ.

�¥®à¥¬  1.2. �¥å © B ⊂ A, a ∈ B, ÷ ¥å © ÷áãõ sup B. �®¤÷ ÷áãõ
inf{a, sup B}, ÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï à÷¢÷áâì

a = inf{a, sup B}.

�¥å © ÷áãõ inf B. �®¤÷ ÷áãõ sup{a, inf B}, ÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï à÷¢÷áâì

a = sup{a, inf B}.

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥¬® â¢¥à¤¦¥ï â¥®à¥¬¨ ¤«ï ¢¨à §ã inf{a, sup B}
(â¢¥à¤¦¥ï ¤«ï ¢¨à §ã a = sup{a, inf B} ®âà¨¬ãõ¬® §  ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã-
 «ì®áâ÷).
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�®§¤÷« 1. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨

�«¥¬¥â a ∈ B õ ¨¦ì®î ¬¥¦¥î ¤«ï {a, sup B}, ®áª÷«ìª¨ a 4 a,
a 4 sup B. �¥¯¥à à÷¢÷áâì a = inf{a, sup B} ¢¨¯«¨¢ õ ÷§ â¢¥à¤¦¥-
ï «¥¬¨ 1.2, ®áª÷«ìª¨ ¥«¥¬¥â a õ ¨¦ì®î ¬¥¦¥î ¤«ï {a, sup B} ÷
a ∈ {a, sup B}.

� á«÷¤®ª. �¥å © ÷áãõ sup{a, b}. �®¤÷ ÷áãõ inf{a, sup{a, b}}, ÷ á¯à ¢-
¤¦ãõâìáï à÷¢÷áâì

a = inf{a, sup{a, b}}.
�¥å © ÷áãõ inf{a, b}. �®¤÷ ÷áãõ sup{a, inf{a, b}}, ÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï

à÷¢÷áâì
a = sup{a, inf{a, b}}.

� ã¢ ¦¥ï 1.4. � ã¬®¢÷ â¥®à¥¬¨ 1.2 ¯¥à¥¤¡ ç õâìáï ÷áã¢ ï sup B

(inf B); ÷áã¢ ï inf{a, sup B} (¢÷¤¯®¢÷¤® sup{a, inf B}) ¯®áâã«îõâìáï
â¢¥à¤¦¥ï¬ â¥®à¥¬¨.
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�®§¤÷« 2

�¥è÷âª¨

2.1. �á®¢÷ ¯®ïââï
�®ïââï ¿®¯¥à æ÷ï   ¬®¦¨÷À, ¿§ ¬ª¥  ®¯¥à æ÷ï   ¬®¦¨÷À,

¿¡÷ à  ®¯¥à æ÷ï   ¬®¦¨÷À, ¿ «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà À ¢¢ ¦ õ¬® ¢÷-
¤®¬¨¬¨ [1].

�§ ç¥ï 2.1. �¥è÷âª®î (áâàãªâãà®î)1  §¨¢ îâì  «£¥¡à¨çã
áâàãªâãàã 〈L,∨,∧〉, ¤¥ L { ¥¯®à®¦ï ¬®¦¨ ; ¿∨À, ¿∧À { § ¬ª¥÷
¡÷ à÷ ®¯¥à æ÷ù   L, ïª÷ § ¤®¢®«ìïîâì â ª÷ ã¬®¢¨:

1) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a (ª®¬ãâ â¨¢÷áâì);
2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c, a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ( á®æ÷ â¨¢÷áâì);
3) a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a ( ¡á®à¡æ÷ï  ¡® ¯®£«¨ ï).
�¯¥à æ÷ù ¿∨À, ¿∧À  §¨¢ îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ¤¨§'îªæ÷õî â  ª®'îªæ÷õî

(¢¦¨¢ îâìáï â ª®¦ ÷è÷  §¢¨: ®¡'õ¤ ï ÷ ¯¥à¥â¨, áã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷-
¬ã¬ â®é®). � ¢¥¤¥÷ ã¬®¢¨ (ª®¬ãâ â¨¢÷áâì,  á®æ÷ â¨¢÷áâì,  ¡á®à¡æ÷ï)
 §¨¢ îâì  ªá÷®¬ ¬¨ à¥è÷âª¨.

1�¥à¬÷¨ ¿à¥è÷âª À ÷ ¿áâàãªâãà À { ®¤ ª®¢® ¯®è¨à¥÷ á¨®÷¬¨, ¯à®â¥ ã æ÷©
à®¡®â÷ ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨¬¥¬® â¥à¬÷ ¿à¥è÷âª À, ®áª÷«ìª¨ â¥à¬÷®¬ ¿áâàãªâãà À  -
§¨¢ â¨¬¥¬® § £ «ì÷  «£¥¡à¨ç÷ áâàãªâãà¨ § ¤®¢÷«ì¨¬  ¡®à®¬ ®¯¥à æ÷©.
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�®§¤÷« 2. �¥è÷âª¨

� ã¢ ¦¥ï 2.1. � ãªà ù®¬®¢÷© «÷â¥à âãà÷ ¯ à «¥«ì® ¢¦¨¢ îâì
â¥à¬÷¨ ¿à¥è÷âª À ÷ ¿óà âª¨À.

� ã¢ ¦¥ï 2.2. �áª÷«ìª¨ ®¯¥à æ÷ù ¿∨À â  ¿∧À  á®æ÷ â¨¢÷, ¤ã¦ª¨ ã
¢¨à § å (a ∨ b) ∨ c â  (a ∧ b) ∧ c §£÷¤® §÷ áâ ¤ àâ¨¬¨ ¤®¬®¢«¥®áâï¬¨
¡ã¤¥¬® ®¯ãáª â¨:

(a ∨ b) ∨ c = a ∨ b ∨ c, (a ∧ b) ∧ c = a ∧ b ∧ c.

�à¨ª« ¤ 2.1. 1. �¥å © S { ¥¯®à®¦ï áãªã¯÷áâì ¬®¦¨, § ¬ª¥-
  ¢÷¤®á® ®¯¥à æ÷© ®¡'õ¤ ï ÷ ¯¥à¥â¨ã ( ¯à¨ª« ¤, ª÷«ìæ¥ ¬®¦¨).
�®¤÷ 〈S,∪,∩〉 { à¥è÷âª . � § ç¨¬®, é® S ¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® õ ª÷«ìæ¥¬ ¬®-
¦¨, ®áª÷«ìª¨ ¤®áâ âì®î ã¬®¢®î õ § ¬ª¥÷áâì ¢÷¤®á® ®¡'õ¤ ï ÷
¯¥à¥â¨ã. � ª, ÷áãîâì áãªã¯®áâ÷ ¬®¦¨, ïª÷ ¥ ãâ¢®àîîâì ª÷«ìæ¥ ¬®-
¦¨,  «¥ ãâ¢®àîîâì à¥è÷âªã ¢÷¤®á® ®¡'õ¤ ï ÷ ¯¥à¥â¨ã:

S = {∅, {a, b}, {a, b, c}};
S = {{a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}.

2. �¥å © L { ¥¯®à®¦ï áãªã¯÷áâì ¢¨á«®¢«¥ì, § ¬ª¥  ¢÷¤®á®
®¯¥à æ÷© ¤¨§'îªæ÷ù â  ª®'îªæ÷ù. �®¤÷ 〈L,∨,∧〉 { à¥è÷âª .

�áª÷«ìª¨  ªá÷®¬¨ à¥è÷âª¨ 〈L,∨,∧〉 áä®à¬ã«ì®¢ ÷ ¿¤ã «ì¨¬¨ ¯ à -
¬¨À,  «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà  〈L,∧,∨〉 â ª®¦ õ à¥è÷âª®î ÷§ ¤¨§'îªæ÷õî
¿∨À ÷ ª®'îªæ÷õî ¿∧À. �¥è÷âªã 〈L,∧,∨〉  §¨¢ îâì ¤ã «ì®î ¤® à¥-
è÷âª¨ 〈L,∨,∧〉.

�â¦¥, ã à¥è÷âª å ¢¨ª®ãõâìáï ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷: ïªé® ¤«ï à¥è÷â-
ª¨ 〈L,∨,∧〉 á¯à ¢¥¤«¨¢¥ ¤¥ïª¥ â¢¥à¤¦¥ï, áä®à¬ã«ì®¢ ¥ § ¢¨ª®à¨á-
â ï¬ ®¯¥à æ÷© ¿∨À â  ¿∧À, â® á¯à ¢¤¦ãõâìáï ÷ ¤ã «ì¥ â¢¥à¤¦¥ï,
®âà¨¬ ¥ ÷§ ¢¨å÷¤®£® § ¬÷®î ¿∨À   ¿∧À â  ¿∧À   ¿∨À. �®¢¥¤¥ï
¤ã «ì®£® â¢¥à¤¦¥ï ®âà¨¬ãõ¬® ¯¥à¥å®¤®¬ ¤® ¤ã «ì®ù à¥è÷âª¨, â®¡-
â® ¬®¦¥ ¡ãâ¨ ¯®¡ã¤®¢ ¥ ÷§ ¤®¢¥¤¥ï ¢¨å÷¤®£® â¢¥à¤¦¥ï § ¬÷®î
¿∨À   ¿∧À â  ¿∧À   ¿∨À.
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2.2. �¥è÷âª  ïª ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨ 

�¥®à¥¬  2.1 (¢« áâ¨¢÷áâì ÷¤¥¬¯®â¥â®áâ÷). �¥å © 〈L,∨,∧〉 { à¥-
è÷âª , a ∈ L. �®¤÷

a ∨ a = a, a ∧ a = a.

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥¬® â®â®¦÷áâì a ∨ a = a; ¤®¢¥¤¥ï ¤ã «ì®ù â®-
â®¦®áâ÷ ®âà¨¬ãõ¬® §  ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷.

�¢÷ç÷ § áâ®á®¢ãîç¨ ¢« áâ¨¢÷áâì  ¡á®à¡æ÷ù, ®âà¨¬ãõ¬® (  ¤àã£®¬ã
ªà®æ÷ ã¢¥¤¥® ¯®§ ç¥ï b = a ∨ a)

a ∨ a = a ∨ (a ∧ (a ∨ a))︸ ︷︷ ︸
a

= a ∨ (a ∧ (a ∨ a)︸ ︷︷ ︸
b

) = a ∨ (a ∧ b) = a.

2.2. �¥è÷âª  ïª ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢  
¬®¦¨ 

�¥å © 〈L,∨,∧〉 { à¥è÷âª . �¢¥¤¥¬®   L ¡÷ à¥ ¢÷¤®è¥ï ¿4À:
a 4 b ⇔ a ∨ b = b.

�¯à ¢  2.1. �®¢¥áâ¨, é® a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a.
� ãà åã¢ ï¬ à¥§ã«ìâ âã ¢¯à ¢¨ 2.1, ®âà¨¬ãõ¬® ¥ª¢÷¢ «¥â÷áâì

a 4 b ⇔ a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a. (2.1)

�¥¬  2.1. �÷¤®è¥ï ¿4À õ ¢÷¤®è¥ï¬ ç áâª®¢®£® ¯®àï¤ªã,
â®¡â® 〈L,4〉 { ���.

�®¢¥¤¥ï. �®âà÷¡® ¤®¢¥áâ¨, é® ¢÷¤®è¥ï ¿4À à¥ä«¥ªá¨¢¥,  -
â¨á¨¬¥âà¨ç¥ ÷ âà §¨â¨¢¥.

1. �¥ä«¥ªá¨¢÷áâì. �¥å © a ∈ L. �®¤÷ a 4 a ⇔ a ∨ a = a, é® á¯à ¢-
¤¦ãõâìáï §  ÷¤¥¬¯®â¥â÷áâî (â¥®à¥¬  2.1).

2. �â¨á¨¬¥âà¨ç÷áâì. �¥å © a 4 b; b 4 a. �®¢¥¤¥¬®, é® b = a.
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� ãà åã¢ ï¬ ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷ (2.1), ®âà¨¬ãõ¬®:




a 4 b ⇔ a ∧ b = a

b 4 a ⇔ a ∧ b = b
⇔ a = b.

3. �à §¨â¨¢÷áâì. �¥å © a 4 b; b 4 c. �®¢¥¤¥¬®, é® a 4 c.
� ãà åã¢ ï¬  ªá÷®¬ à¥è÷âª¨ ®âà¨¬ãõ¬®:

a ∧ c = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a.

�â¦¥, a ∧ c = a, §¢÷¤ª¨ a 4 c.
�¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.
�à¨ª« ¤ 2.2. �¥å © S { áãªã¯÷áâì ¬®¦¨, § ¬ª¥  §  ®¯¥à æ÷ï¬¨

¿∪À â  ¿∩À. �®¤÷ ®âà¨¬ãõ¬® à¥è÷âªã 〈S,∪,∩〉 § ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã

A 4 B ⇔ A ∪B = B ⇔ A ∩B = A ⇔ A ⊂ B.

�â¦¥, § à¥è÷âª®î ¬®¦¨ 〈S,∪,∩〉 ¯®¢'ï§ ¥ ª« á¨ç¥ ¢÷¤®è¥ï
¿⊂À { ¡ãâ¨ ¯÷¤¬®¦¨®î.

�¢¥¤¥¥ ¢÷¤®è¥ï ¿4À   L ¡ã¤¥¬®  §¨¢ â¨ ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã,
¯®¢'ï§ ¨¬ § à¥è÷âª®î 〈L,∨,∧〉.

� ã¢ ¦¥ï 2.3. �ç¥¢¨¤®, é® ¤ã «ì÷© à¥è÷âæ÷ 〈L,∧,∨〉 ¢÷¤¯®¢÷¤ õ
¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã ¿<À, â®¡â® ÷§ ¢§ õ¬®¤ã «ì¨¬¨ à¥è÷âª ¬¨ ¯®¢'ï§ ÷
¢§ õ¬®¤ã «ì÷ ���.

�¨ï¢«ïõâìáï, é® ¢¯®àï¤ªã¢ ï ¿4À, ¯®¢'ï§ ¥ § à¥è÷âª®î 〈L,∨,∧〉,
¯®¢÷áâî ¢¨§ ç õ ®¯¥à æ÷ù ¿∧À ÷ ¿∨À, â®¡â® ��� 〈L, 4〉 ¯®¢÷áâî ¢¨§ -
ç õ à¥è÷âªã 〈L,∨,∧〉.

�¥®à¥¬  2.2. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { à¥è÷âª  § ¯®¢'ï§ ¨¬ § ¥î ¢÷¤®-
è¥ï¬ ¯®àï¤ªã ¿4À. �®¤÷ ¤¨§'îªæ÷î ÷ ª®'îªæ÷î à¥è÷âª¨ ¢¨§ ç -
îâì á¯÷¢¢÷¤®è¥ï

a ∨ b = sup{a, b}; (2.2)
a ∧ b = inf{a, b}. (2.3)
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2.3. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨  ïª à¥è÷âª 

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥¬® á¯÷¢¢÷¤®è¥ï a∨b = sup{a, b}, â®¡â® ¥«¥¬¥â
M = a ∨ b õ áã¯à¥¬ã¬®¬ ¤«ï ¬®¦¨¨ {a, b}. �«ï æì®£® ¤®áâ âì® ¯¥à¥-
¢÷à¨â¨ ¢¨ª® ï ã¬®¢ (1.1) ÷ (1.2).

1. M ∧ a = (a ∨ b) ∧ a = a, â®¡â® M < a. � «®£÷ç® M < b, â®¡â® M

õ ¢¥àåì®î ¬¥¦¥î ¤«ï {a, b}.
2. �¥å © M̃ ∈ L { ¤®¢÷«ì  ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï {a, b}, â®¡â® M̃ < a,

M̃ < b. �®¤÷ ®âà¨¬ãõ¬®:

M ∨ M̃ = (a ∨ b) ∨ M̃ = a ∨ (b ∨ M̃) = a ∨ M̃ = M̃,

â®¡â® M ∨ M̃ = M̃ , §¢÷¤ª¨ M 4 M̃ .
�¯÷¢¢÷¤®è¥ï a∧ b = inf{a, b} ®âà¨¬ãõ¬® §  ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷.

�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.
�¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.2) ÷ (2.3), ïª ÷ ®ç÷ªã¢ «®áì, õ ¢§ õ¬®¤ã «ì¨¬¨

(¤¨¢. § ã¢ ¦¥ï 2.3).
�¯à ¢  2.2. �§ £ «ì¨â¨ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.2) ÷ (2.3)   ¢¨¯ ¤®ª

áª÷ç¥®ù ª÷«ìª®áâ÷  à£ã¬¥â÷¢:

a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an = sup{a1, a2, . . . , an}; (2.4)
a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an = inf{a1, a2, . . . , an}. (2.5)

2.3. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨ 
ïª à¥è÷âª 

� £« ¢÷ 2.1 ¤«ï ¤®¢÷«ì®ù à¥è÷âª¨ ¡ã«® ¯®¡ã¤®¢ ® ��� §  ¥ª¢÷¢ -
«¥â÷áâî (2.1), ÷ æï ��� æ÷«ª®¬ ¢¨§ ç õ ¢¨å÷¤ã à¥è÷âªã §  á¯÷¢¢÷¤-
®è¥ï¬¨ (2.2) © (2.3). �®§£«ï¥¬® §¢®à®âã ¯à®¡«¥¬ã: ç¨ ÷áãõ ¤«ï
¤®¢÷«ì®ù ��� 〈L, 4〉 à¥è÷âª  〈L,∨,∧〉, ïªã ¬®¦  ¯®¡ã¤ã¢ â¨ §  á¯÷¢-
¢÷¤®è¥ï¬¨ (2.2) © (2.3) ÷ ïª  ¯®¢÷áâî ¢¨§ ç â¨¬¥ § ¤ ã ��� § 
¥ª¢÷¢ «¥â÷áâî (2.1)?
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�â¦¥, ¥å © 〈L, 4〉 { ¤®¢÷«ì  ���. �¨ ¢¨§ ç îâì ¡÷ à÷ ®¯¥à -
æ÷ù a ∧ b = inf{a, b} â  a ∨ b = sup{a, b} à¥è÷âªã 〈L,∨,∧〉? �ªé® â ª,
â® ç¨ §¡÷£ õâìáï ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã ¿4LÀ æ÷õù à¥è÷âª¨ § ¢÷¤®è¥ï¬
¯®àï¤ªã ¿4À ¢¨å÷¤®ù ���? �ç¥¢¨¤®, é® ¤«ï ¯®§¨â¨¢®ù ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¯®-
âà÷¡®, é®¡ ¯à¨ ©¬÷ ÷áã¢ «¨ inf{a, b} â  sup{a, b} ¤«ï ¢á÷å a, b ∈ L.
�¨ï¢«ïõâìáï, é® æ÷õù ã¬®¢¨ æ÷«ª®¬ ¤®áâ âì®.

�¥®à¥¬  2.3. �¥å © ¤«ï ª®¦®ù ¯ à¨ a, b ∈ L ÷áãîâì inf{a, b} â 
sup{a, b}, ÷ ¥å © a ∨ b = sup{a, b}, a ∧ b = inf{a, b}. �®¤÷  «£¥¡à¨ç 
áâàãªâãà  〈L,∨,∧〉 õ à¥è÷âª®î § ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã, ïª¥ §¡÷£ õâìáï
§ ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã ¢¨å÷¤®ù ���.

�®¢¥¤¥ï. �«ï  «£¥¡à¨ç®ù áâàãªâãà¨ 〈L,∨,∧〉 ¯¥à¥¢÷à¨¬®  ªá÷®¬¨
à¥è÷âª¨.

1. �®¬ãâ â¨¢÷áâì. �ï ¢« áâ¨¢÷áâì ®ç¥¢¨¤ :

a ∨ b = sup{a, b} = sup{b, a} = b ∨ a; a ∧ b = inf{a, b} = inf{b, a} = b ∧ a.

2. �á®æ÷ â¨¢÷áâì. �ï ¢« áâ¨¢÷áâì ¢¨¯«¨¢ õ ÷§  á«÷¤ª  ¤® â¥®à¥¬¨ 1.1:

(a ∨ b) ∨ c = sup{sup{a, b}, c} = sup{a, sup{b, c}} = a ∨ (b ∨ c);

(a ∧ b) ∧ c = inf{inf{a, b}, c} = inf{a, inf{b, c}} = a ∧ (b ∧ c).

3. �¡á®à¡æ÷ï. �ï ¢« áâ¨¢÷áâì ¢¨¯«¨¢ õ ÷§  á«÷¤ª  ¤® â¥®à¥¬¨ 1.2:

(a ∨ b) ∧ a = inf{sup{a, b}, a} = a; (a ∧ b) ∨ a = sup{inf{a, b}, a} = a.

�â¦¥,  «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà  〈L,∨,∧〉 õ à¥è÷âª®î. �®§ ç¨¬® ç¥à¥§
¿4LÀ ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã, ¯®¢'ï§ ¥ § à¥è÷âª®î 〈L,∨,∧〉:

a 4L b ⇔ a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a

( £ ¤ õ¬®, é® ¥ª¢÷¢ «¥â÷áâì a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a á¯à ¢¤¦ãõâìáï ¤«ï
¤®¢÷«ì®ù à¥è÷âª¨).
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2.3. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨  ïª à¥è÷âª 

�÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã ¿4LÀ §¡÷£ õâìáï § ¢¨å÷¤¨¬ ¢÷¤®è¥ï¬ ¿4À,
®áª÷«ìª¨, §  «¥¬®î 1.4,

a 4L b ⇔ a ∨ b = b ⇔ sup{a, b} = b ⇔ a 4 b.

�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

ö§ â¥®à¥¬ 2.2 ÷ 2.3 ¢¨¯«¨¢ õ, é® ª®¦ã à¥è÷âªã ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª
ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ã ¬®¦¨ã, ¤«ï ïª®ù ÷áãîâì áã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬
ãá÷å ¤¢®å¥«¥¬¥â¨å ¯÷¤¬®¦¨. �¢'ï§®ª ¬÷¦ ®¯¥à æ÷ï¬¨ à¥è÷âª¨ ÷ ¢÷¤-
®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã   à¥è÷âæ÷ õ ¢§ õ¬® ®¤®§ ç¨© ÷ ¢áâ ®¢«îõâìáï
¥ª¢÷¢ «¥â÷áâî (2.1) â  á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨ (2.2) © (2.3).

�â¦¥, ®âà¨¬ãõ¬®  «ìâ¥à â¨¢¥ ¢¨§ ç¥ï à¥è÷âª¨.
�§ ç¥ï 2.2 ( «ìâ¥à â¨¢¥ ¢¨§ ç¥ï à¥è÷âª¨). �¥è÷â-

ª®î  §¨¢ îâì ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ã ¬®¦¨ã, ¤«ï ïª®ù ÷áãîâì áã¯-
à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬ ãá÷å ¤¢®å¥«¥¬¥â¨å ¯÷¤¬®¦¨.

� ¢¥¤¥¥  «ìâ¥à â¨¢¥ ¢¨§ ç¥ï à¥è÷âª¨ ç áâ® §ãáâà÷ç õâìáï ¢ «÷-
â¥à âãà÷ [3; 4; 5]. � æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ¤¨§'îªæ÷î ÷ ª®'îªæ÷î ¢¨§ ç îâì
ç¥à¥§ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.2) â  (2.3), ¯÷á«ï ç®£® ¤®¢®¤ïâì ª®¬ãâ â¨¢÷áâì,
 á®æ÷ â¨¢÷áâì ©  ¡á®à¡æ÷î ïª ¢« áâ¨¢®áâ÷ à¥è÷âª¨.

�à¨ª« ¤ 2.3. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨ , §®¡à ¦¥   
à¨á. 1.4 õ à¥è÷âª®î, ®áª÷«ìª¨ ÷áãîâì ®¡¨¤¢÷ â®ç÷ ¬¥¦÷ ¤«ï ¢á÷å ¤¢®-
å¥«¥¬¥â¨å ¬®¦¨. � £ ¤ õ¬®, é® ¤¨§'îªæ÷î ÷ ª®'îªæ÷î ¢¨§ ç -
îâì ç¥à¥§ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.2) â  (2.3), ÷ æ÷ ®¯¥à æ÷ù, §  â¥®à¥¬®î 2.3,
§ ¤®¢®«ìïîâì âà¨  ªá÷®¬¨ à¥è÷âª¨ (â®¡â®  ªá÷®¬¨ à¥è÷âª¨ ¬®¦  ¥
¯¥à¥¢÷àïâ¨).

�à¨ª« ¤ 2.4. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ ¬®¦¨¨, §®¡à ¦¥÷  
à¨á. 1.5 â  1.6, ¥ õ à¥è÷âª ¬¨, ®áª÷«ìª¨ ¥ ¤«ï ª®¦®ù ¤¢®å¥«¥¬¥â®ù
¯÷¤¬®¦¨¨ æ¨å ��� ÷áãîâì áã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬.
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�à¨ª« ¤ 2.5. � áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢   ¬®¦¨  〈R,6〉 õ à¥è÷âª®î §
®¯¥à æ÷ï¬¨:

a ∨ b = sup{a, b} = max{a, b} =





a, ïªé® a > b,

b, ïªé® a < b;

a ∧ b = inf{a, b} = min{a, b} =





b, ïªé® a > b,

a, ïªé® a < b.

�à¨ª« ¤ 2.6. �ã¤ì-ïª¨© « æî£ õ à¥è÷âª®î, ®áª÷«ìª¨ ¢á÷ ¥«¥¬¥-
â¨ « æî£  ¯®¯ à® ¯®à÷¢ï÷, ÷ áã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬ ¤¢®å¥«¥¬¥â¨å
¯÷¤¬®¦¨ ¢¨§ ç¥÷ «¥¬®î 1.4. � § ç¨¬®, é® ��� 〈R,6〉, à®§£«ïãâ 
ã ¯à¨ª« ¤÷ 2.5, õ « æî£®¬.

�à¨ª« ¤ 2.7. �®§£«ï¥¬® ��� 〈Ln, ··· 〉  âãà «ì¨å ¤÷«ì¨ª÷¢ ä÷ª-
á®¢ ®£® ç¨á«  n ∈ N (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 1.1). �®¢¥¤¥¬®, é® æï ��� õ à¥è÷â-
ª®î § ®¯¥à æ÷ï¬¨:

a ∨ b = sup{a, b} = ���(a, b); a ∧ b = inf{a, b} = ���(a, b), (2.6)

¤¥ ���(a, b) ÷ ���(a, b) { ¢÷¤¯®¢÷¤®  ©¬¥è¥ á¯÷«ì¥ ªà â¥ ÷  ©¡÷«ì-
è¨© á¯÷«ì¨© ¤÷«ì¨ª ç¨á¥« a, b ∈ Ln.

� £®«®á¨¬®, é® â¥à¬÷¨ ¿ ©¡÷«ìè¨© á¯÷«ì¨© ¤÷«ì¨ªÀ â  ¿ ©¬¥-
è¥ á¯÷«ì¥ ªà â¥À áä®à¬ã«ì®¢ ÷ § ¯®á¨« ï¬   âà ¤¨æ÷©¥ ç¨á«®¢¥
¢¯®àï¤ªã¢ ï ¿6À, ¯à®â¥ ��� Ln ¢¯®àï¤ª®¢   §  ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®¤÷-
«ì®áâ÷ ¿ ···À.

�«ï  ªãà â®£® ¤®¢¥¤¥ï á¯÷¢¢÷¤®è¥ì (2.6) à®§£«ï¥¬® à®§ª« -
¤ ï ç¨á«  n   ¯à®áâ÷ ¬®¦¨ª¨:

n = pn1
1 pn2

2 . . . pnm
m ,

¤¥ pj (j = 1, 2, . . . ,m) { ¯à®áâ÷ ç¨á« ; nj (j = 1, 2, . . . ,m) { æ÷«÷ ¥¢÷¤'õ¬÷
¯®ª §¨ª¨.
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�®¦¨© ¥«¥¬¥â a ∈ Ln ¬®¦  à®§ª« áâ¨   ¯à®áâ÷ ¬®¦¨ª¨:

a = pa1
1 pa2

2 . . . pam
m ,

¤¥ 0 6 aj 6 nj. �áª÷«ìª¨ à®§ª« ¤ ï ç¨á«    ¯à®áâ÷ ¬®¦¨ª¨ õ õ¤¨-
¨¬, ¯®ª §¨ª¨ aj (j = 1, 2, . . . , m) ¢¨§ ç¥÷ ®¤®§ ç®. �â¦¥, ª®¦®-
¬ã ¥«¥¬¥âã a ∈ Ln ¢§ õ¬® ®¤®§ ç® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¢¥ªâ®à ¯®ª §¨ª÷¢ aj,
j = 1, 2, . . . , m:

a ¿ (a1, a2, . . . , am).

�«ï ¥«¥¬¥â÷¢ a, b ∈ Ln ¯®¤÷«ì÷áâì b ···a ¥ª¢÷¢ «¥â  á¯÷¢¢÷¤®è¥î
¬÷¦ ¢÷¤¯®¢÷¤¨¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¯®ª §¨ª÷¢:

a 4 b ⇔ b ···a ⇔




aj 6 bj,

j = 1, 2, . . . , m.

�¨¯¨è¥¬® ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¢¥ªâ®à¨ ¯®ª §¨ª÷¢ ¤«ï ���(a, b) â  ���(a, b):

���(a, b) À (max{a1, b1}, max{a2, b2}, . . . , max{am, bm});
���(a, b) À (min{a1, b1}, min{a2, b2}, . . . , min{am, bm}),

(2.7)

¤¥ max{x, y} ÷ min{x, y} áâ ¤ àâ¨¬ ç¨®¬ ¯®§ ç îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ¡÷«ì-
è¥ ÷ ¬¥è¥ ÷§ ç¨á¥« x, y ∈ R §  áâ ¤ àâ¨¬ ç¨á«®¢¨¬ ¯®à÷¢ïï¬ ¿6À.

�¥å © c ∈ Ln { á¯÷«ì¥ ªà â¥ ¥«¥¬¥â÷¢ a â  b, â®¡â® c < a; c < b.
�®¤÷ ¤«ï ¢÷¤¯®¢÷¤¨å ¯®ª §¨ª÷¢ ¬ õ¬®:





cj > aj

cj > bj

⇒ cj > max{aj, bj}, j = 1, 2, . . . ,m,

§¢÷¤ª¨ ¢¨¯«¨¢ õ ¯¥à¥¤ã¢ ï ���{a, b} 4 c. � ª¨¬ ç¨®¬, ���(a, b) õ
 ©¬¥è¨¬ ã á¥á÷ ¯¥à¥¤ã¢ ï ¿4À á¥à¥¤ á¯÷«ì¨å ªà â¨å ¥«¥¬¥â÷¢
a â  b, â®¡â® ���(a, b) = sup(a, b). � «®£÷ç® (¯¥à¥å®¤ïç¨ ¤® ¤ã «ì¨å
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á¯÷¢¢÷¤®è¥ì) ®âà¨¬ãõ¬®: ���(a, b) = inf(a, b). �â¦¥, ®¡¨¤¢  á¯÷¢¢÷¤-
®è¥ï (2.6) ¤®¢¥¤¥÷.

� áâ®á®¢ ¨© ¯à¨©®¬ (§ ¬÷áâì  âãà «ì®£® ç¨á«  à®§£«ï¤ â¨ ¢¥ªâ®à
¯®ª §¨ª÷¢ à®§ª« ¤ã   ¯à®áâ÷ ¬®¦¨ª¨) áãââõ¢® ¤®¯®¬ £ õ ã ¤®á«÷¤-
¦¥÷ à¥è÷âª¨ 〈Ln, ���, ���〉, ®áª÷«ìª¨ §¢®¤¨âì § ¤ çã ¤® ¤®á«÷¤¦¥ï
« æî£  〈{1, 2, . . . , nj},6〉.

�¯à ¢  2.3. �®¢¥áâ¨ «®£÷ç÷  á«÷¤ª¨:




a1 4 c

a2 4 c
⇒ (a1 ∨ a2) 4 c; (2.8)





c 4 b1

c 4 b2

⇒ c 4 (b1 ∧ b2); (2.9)





a1 4 b1

a2 4 b1

a1 4 b2

a2 4 b2

⇒ (a1 ∨ a2) 4 (b1 ∧ b2). (2.10)

�ª §÷¢ª . �«ï ¤®¢¥¤¥ï â¢¥à¤¦¥ì (2.8) ÷ (2.9) ¢¨ª®à¨áâ â¨ á¯÷¢¢÷¤-
®è¥ï (2.2) © (2.3),   â ª®¦ ¢¨§ ç¥ï áã¯à¥¬ã¬ã © ÷ä÷¬ã¬ã ïª â®ç-
®ù ¢¥àåì®ù â  â®ç®ù ¨¦ì®ù ¬¥¦. �¢¥à¤¦¥ï (2.10) ¬®¦  ®âà¨¬ â¨,
¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ â¢¥à¤¦¥ï (2.8) ÷ (2.9).

�¯à ¢  2.4. �§ £ «ì¨â¨ â¢¥à¤¦¥ï (2.10):




ai 4 bj

1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n
⇒ (a1∨a2∨· · ·∨am) 4 (b1∧b2∧· · ·∧bn). (2.11)

� á ¬ª÷¥æì áä®à¬ã«îõ¬® ¤¢  ¯à®áâ÷ â¢¥à¤¦¥ï, ïª÷ ¢¨¯«¨¢ îâì
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¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ÷§ â¢¥à¤¦¥ï (2.10):

x ∨ (y ∧ z) 4 (x ∨ y) ∧ (x ∨ z); (2.12)
x 4 z ⇒ x ∨ (y ∧ z) 4 (x ∨ y) ∧ z. (2.13)

�¯à ¢  2.5. �®¢¥áâ¨ â¢¥à¤¦¥ï (2.12) ÷ (2.13).

2.4. �¨áâà¨¡ãâ¨¢÷ à¥è÷âª¨
�§ ç¥ï 2.3. �¥è÷âªã 〈L,∨,∧〉  §¨¢ îâì ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î, ïªé®

¤«ï ¢á÷å a, b, c ∈ L ¢¨ª®ãîâìáï â®â®¦®áâ÷

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c); (2.14)
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). (2.15)

�¯÷¢¢÷¤®è¥ï ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ (2.14) â  (2.15) ãâ¢®àîîâì ¿¤ã «ì-
ã ¯ àãÀ,   ®â¦¥, ¤«ï ¢¨¢ç¥ï ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨å à¥è÷â®ª ¬®¦  ¢¨ª®à¨-
áâ®¢ã¢ â¨ ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷.

�¨ï¢«ïõâìáï, é® ¤«ï ¢¨§ ç¥ï ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®ù à¥è÷âª¨ ¤®áâ âì®,
é®¡ á¯à ¢¤¦ã¢ « áï «¨è¥ ®¤  ÷§ ¤¢®å â®â®¦®áâ¥© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷.

�¥¬  2.2. �¥å © ã à¥è÷âæ÷ 〈L,∨,∧〉 ¤«ï ¢á÷å a, b, c ∈ L á¯à ¢-
¤¦ãõâìáï å®ç  ¡ ®¤  § â®â®¦®áâ¥© (2.14)  ¡® (2.15). �®¤÷ à¥è÷âª 
〈L,∨,∧〉 õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î.

�®¢¥¤¥ï. �¥å © ã à¥è÷âæ÷ 〈L,∨,∧〉 ¢¨ª®ãõâìáï â®â®¦÷áâì (2.14).
�¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ â®â®¦÷áâì (2.14) â   ªá÷®¬¨ à¥è÷âª¨, ®âà¨¬ãõ¬®:

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = ((a ∧ b) ∨ a) ∧ ((a ∧ b) ∨ c) = a ∧ ((a ∧ b) ∨ c) =

= a ∧ ((a ∨ c) ∧ (b ∨ c)) = (a ∧ (a ∨ c)) ∧ (b ∨ c) = a ∧ (b ∨ c).

�â¦¥, â®â®¦÷áâì (2.15) ¢¨¯«¨¢ õ ÷§ â®â®¦®áâ÷ (2.14). � á«÷¤®ª
(2.15) ⇒ (2.14) ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ §  ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷.

�¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.
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�à¨ª« ¤ 2.8. �¥å © S { ¥¯®à®¦ï áãªã¯÷áâì ¬®¦¨, § ¬ª¥ 
¢÷¤®á® ®¯¥à æ÷© ®¡'õ¤ ï ÷ ¯¥à¥â¨ã. �®¤÷ à¥è÷âª  ¬®¦¨ 〈S,∪,∩〉
õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î.

�à¨ª« ¤ 2.9. �ã¤ì-ïª¨© « æî£ 〈L,4〉 { ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª .
�®¢¥¤¥ï õ ¥áª« ¤¨¬ § ¢¤ïª¨ ¯®¯ à÷© ¯®à÷¢ï®áâ÷ ¥«¥¬¥â÷¢ « -
æî£ .

� ä÷ªáãõ¬® ¥«¥¬¥â¨ a, b, c ∈ L ÷ ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ¯¥à¥¢÷à¨¬® â®â®¦-
÷áâì (2.14) ¤«ï à÷§¨å ¢ à÷ â÷¢ ¢§ õ¬®£® «÷÷©®£® ¢¯®àï¤ªã¢ ï ¥«¥-
¬¥â÷¢ a, b, c. �ç¥¢¨¤®, ª÷«ìª÷áâì â ª¨å ¢ à÷ â÷¢ ¤®à÷¢îõ 3! = 6, ®¤ ª
§ ¢¤ïª¨ á¨¬¥âà¨ç®áâ÷ ¢å®¤¦¥ï b ÷ c ã â®â®¦÷áâì (2.14) ¬®¦¥¬® ¡¥§
¢âà â¨ § £ «ì®áâ÷ ¢¢ ¦ â¨ b 4 c. �â¦¥, ®âà¨¬ãõ¬® âà¨ ¢ à÷ â¨ ¢§ õ¬-
®£® ¢¯®àï¤ªã¢ ï a, b, c:

a 4 b 4 c; b 4 a 4 c; b 4 c 4 a.

�¥à¥¢÷à¨¬® â®â®¦÷áâì (2.14) ¤«ï ¢¨¯ ¤ªã a 4 b 4 c (÷è÷ ¤¢  ¢¨-
¯ ¤ª¨ ¬®¦  ¯¥à¥¢÷à¨â¨   «®£÷ç®). �à å®¢ãîç¨ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.2)
÷ (2.3), ®âà¨¬ãõ¬®:

a ∨ (b ∧ c) = a ∨ b = b; (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = b ∧ c = b.

�à¨ª« ¤ 2.10. �¥è÷âª  〈Ln, ���, ���〉 (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.7) ¤«ï ª®¦-
®£® ä÷ªá®¢ ®£® n ∈ N õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î. �¥ áâ õ ®ç¥¢¨¤¨¬, ïª-
é® §®¢ã ¤«ï ª®¦®£® ¥«¥¬¥â  à¥è÷âª¨ Ln § ¯¨á â¨ ¢¥ªâ®à ¯®ª §¨-
ª÷¢ à®§ª« ¤ ï æì®£® ¥«¥¬¥â    ¯à®áâ÷ ¬®¦¨ª¨. �®¤÷, ¢à å®¢ãîç¨
á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.7), ¤®áâ âì® ¯¥à¥¢÷à¨â¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì « æî£ 
〈{1, 2, . . . , nj}, 6〉 ÷§ ®¯¥à æ÷ï¬¨ max{x, y} â  min{x, y}. �«¥, ïª ¡ã«® ¤®-
¢¥¤¥® ã ¯à¨ª« ¤÷ 2.9, ¡ã¤ì-ïª¨© « æî£ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î à¥è÷âª®î.

�à¨ª« ¤ 2.11. �¥è÷âª¨ K1 ÷ K2, ¤÷ £à ¬¨ ïª¨å §®¡à ¦¥®   à¨á. 2.1
÷ 2.2, ¥ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨¬¨.
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a

b

c

d

e

�¨á. 2.1. �¥è÷âª  K1

a

b c d

e

�¨á. 2.2. �¥è÷âª  K2

�¯à ¢¤÷, ¤«ï à¥è÷âª¨ K1 ®âà¨¬ãõ¬®:

d ∨ (b ∧ c) = d ∨ e = d; (d ∨ b) ∧ (d ∨ c) = b ∧ a = b.

� «®£÷ç®, ¤«ï à¥è÷âª¨ K2:

b ∨ (c ∧ d) = b ∨ e = b; (b ∨ c) ∧ (b ∨ d) = a ∧ a = a.

�¨ï¢«ïõâìáï, é® à¥è÷âª¨ K1 ÷ K2 ã ¤¥ïª®¬ã à®§ã¬÷÷ ¢¨ç¥à¯ãîâì
¯à¨ª« ¤¨ ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨å à¥è÷â®ª. �«ï ä®à¬ã«î¢ ï ¢÷¤¯®¢÷¤®ù â¥-
®à¥¬¨  ¢¥¤¥¬® ¤¢  ¯à®áâ÷ ¢¨§ ç¥ï.

�§ ç¥ï 2.4. �¥è÷âª¨ 〈L1,∨1,∧1〉 â  〈L2,∨2,∧2〉  §¨¢ îâì ÷§®-
¬®àä¨¬¨, ïªé® ÷áãõ ¡÷õªæ÷ï (÷§®¬®àä÷§¬) f : L1 → L2, â ª , é®

f(a ∨1 b) = f(a) ∨2 f(b); f(a ∧1 b) = f(a) ∧2 f(b), a, b ∈ L1.

�§ ç¥ï 2.5. �÷¤¬®¦¨ã L1 ⊂ L  §¨¢ îâì ¯÷¤à¥è÷âª®î à¥-
è÷âª¨ 〈L,∨,∧〉, ïªé® L1 õ à¥è÷âª®î §  â¨¬¨ ¦ ®¯¥à æ÷ï¬¨ ¿∨À ÷ ¿∧À,
ïª÷ ¢¨§ ç¥÷ ã à¥è÷âæ÷ L.

� ã¢ ¦¥ï 2.4. �ç¥¢¨¤®, é® ¥¯®à®¦ï ¯÷¤¬®¦¨  L1 ⊂ L õ ¯÷¤-
à¥è÷âª®î à¥è÷âª¨ 〈L,∨,∧〉 â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ L1 § ¬ª¥  ¢÷¤®á®
®¯¥à æ÷© ¿∨À, ¿∧À à¥è÷âª¨ L.

�¥®à¥¬  2.4 (ªà¨â¥à÷© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷). �¥è÷âª  õ ¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢®î â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ ¢®  ¥ ¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷â®ª, ÷§®-
¬®àä¨å à¥è÷âª ¬ K1 â  K2.
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�¥®à¥¬ã 2.4 ¡ã¤¥ ¤®¢¥¤¥® ã £« ¢÷ 2.7 (¤¨¢. § ã¢ ¦¥ï 2.10).
�à¨ª« ¤ 2.12. 1. � æî£ ¥ ¬®¦¥ ¬÷áâ¨â¨ ¯÷¤à¥è÷â®ª, ÷§®¬®àä¨å

K1 â  K2, ®áª÷«ìª¨ K1 â  K2 ¬÷áâïâì ¥¯®à÷¢ï÷ ¯ à¨ ¥«¥¬¥â÷¢. �â¦¥,
ª®¦¨© « æî£ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î à¥è÷âª®î. � £ ¤ õ¬®, é® ¤¨áâà¨¡ã-
â¨¢÷áâì « æî£  ¡ã«  ¤®¢¥¤¥  ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.9).

2. �¥è÷âª  ÷§ ¤÷ £à ¬®î   à¨á. 2.3 ¥ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î, ®áª÷«ìª¨
¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷âªã {a1, a2, a3, a4, a6}, ÷§®¬®àäã K1 (à¨á. 2.4).

a1

a4

a2

a6

a5

a3

�¨á. 2.3

a1

a4

a2

a6

a3

�¨á. 2.4

3. �¥è÷âª  ÷§ ¤÷ £à ¬®î   à¨á. 2.5 ¥ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î, ®áª÷«ìª¨
¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷âªã {a1, a2, a3, a4, a6} (à¨á. 2.6), ÷§®¬®àäã K2.

a1

a2 a4a3

a6

a5

�¨á. 2.5

a1

a2 a4

a6

a3

�¨á. 2.6

4. �¥è÷âª  ÷§ ¤÷ £à ¬®î   à¨á. 2.7 õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î, ®áª÷«ìª¨ ¥
¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷â®ª, ÷§®¬®àä¨å K1  ¡® K2.

� § ç¨¬®, é® ¯÷¤¬®¦¨  {a1, a2, a3, a4, a6} §  ¢¯®àï¤ªã¢ ï¬ ¢¨-
å÷¤®ù à¥è÷âª¨ (¤÷ £à ¬ã §®¡à ¦¥®   à¨á. 2.8) õ à¥è÷âª®î, ÷§®¬®àä®î
K1. �¤ ª à¥è÷âª  〈{a1, a2, a3, a4, a6},4〉 ¥ õ ¯÷¤à¥è÷âª®î ¢¨å÷¤®ù à¥è÷â-
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ª¨, ®áª÷«ìª¨ a2 ∧ a3 ¬ õ à÷§¥ § ç¥ï ã ¢¨å÷¤÷© à¥è÷âæ÷ â  ã à¥è÷âæ÷
〈{a1, a2, a3, a4, a6}, 4〉:
• ã ¢¨å÷¤÷© à¥è÷âæ÷: a2 ∧ a3 = a5;

• ã à¥è÷âæ÷ 〈{a1, a2, a3, a4, a6}, 4〉: a2 ∧ a3 = a6.

a1

a4

a2

a6

a5

a3

�¨á. 2.7

a1

a4

a2

a6

a3

�¨á. 2.8

�«÷¤ â ª®¦ § § ç¨â¨, é® ¤«ï ¯¥à¥¢÷àª¨ ä ªâã, ç¨ õ ¯÷¤¬®¦¨ 
{a1, a2, a3, a4, a6} ⊂ L ¯÷¤à¥è÷âª®î, ¤®áâ âì® ¯¥à¥¢÷à¨â¨ § ¬ª¥÷áâì æ÷õù
¯÷¤¬®¦¨¨ §  ®¯¥à æ÷ï¬¨ ¢¨å÷¤®ù à¥è÷âª¨ L (¤¨¢. § ã¢ ¦¥ï 2.4). �
æì®¬ã ¯à¨ª« ¤÷ ¤®á¨âì § § ç¨â¨, é® ã ¢¨å÷¤÷© à¥è÷âæ÷

a2 ∧ a3 = a5 /∈ {a1, a2, a3, a4, a6},

é® ®§ ç õ ¥§ ¬ª¥÷áâì {a1, a2, a3, a4, a6} ¢÷¤®á® ∧.

� á ¬ª÷¥æì  ¢¥¤¥¬® é¥ ®¤¥ ¢ ¦«¨¢¥ â¢¥à¤¦¥ï, á¯à ¢¥¤«¨¢¥ ¤«ï
¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨å à¥è÷â®ª.

�¥¬  2.3. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª , a, x, y ∈ L.
�®¤÷ á¯à ¢¤¦ãõâìáï «®£÷ç¨©  á«÷¤®ª





x ∨ a = y ∨ a

x ∧ a = y ∧ a
⇒ x = y.

�®¢¥¤¥ï. �¥å © x ∨ a = y ∨ a; x ∧ a = y ∧ a. �®¤÷, ¢à å®¢ãîç¨
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¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì, ®âà¨¬ãõ¬®:

x = x ∧ (x ∨ a) = x ∧ (y ∨ a) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ a) =

= (x ∧ y) ∨ (y ∧ a) = y ∧ (x ∨ a) = y ∧ (y ∨ a) = y.

�¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

2.5. �¡¬¥¦¥÷ à¥è÷âª¨
�§ ç¥ï 2.6. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { à¥è÷âª . �¥è÷âªã L  §¨¢ îâì ®¡-

¬¥¦¥®î §¢¥àåã, ïªé® ÷áãõ ¥«¥¬¥â 1L = sup L. �¥è÷âªã L  §¨¢ îâì
®¡¬¥¦¥®î §¨§ã, ïªé® ÷áãõ ¥«¥¬¥â 0L = inf L. �¥è÷âªã, é® ®¡¬¥¦¥ 
÷ §¢¥àåã, ÷ §¨§ã,  §¨¢ îâì ®¡¬¥¦¥®î.

�ç¥¢¨¤®, é® ®¡¬¥¦¥÷áâì à¥è÷âª¨ ®§ ç õ ÷áã¢ ï  ©¡÷«ìè®£® 1L

÷  ©¬¥è®£® 0L ¥«¥¬¥â÷¢ ¤«ï ¬®¦¨¨ L.
�«¥¬¥â¨ 1L ∈ L ÷ 0L ∈ L  §¨¢ îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ®¤¨¨æ¥î â  ã«¥¬

à¥è÷âª¨ L. �ªé® æ¥ ¥ ¢¨ª«¨ª õ ¥¯®à®§ã¬÷ì, ÷¤¥ªá L ã ¯®§ ç¥ïå
1L â  0L ç áâ® ¯à®¯ãáª îâì:

1 = 1L; 0 = 0L.

�ç¥¢¨¤®, é® § ¯¥à¥å®¤®¬ ¤® ¤ã «ì®ù à¥è÷âª¨ ã«ì ÷ ®¤¨¨æï à¥-
è÷âª¨ ¬÷ïîâìáï ¬÷áæï¬¨: ã«ì ¢¨å÷¤®ù à¥è÷âª¨ §¡÷£ õâìáï § ®¤¨¨æ¥î
¤ã «ì®ù ÷  ¢¯ ª¨.

�à¨ª« ¤ 2.13. 1. ö§ á¯÷¢¢÷¤®è¥ì (2.4) ÷ (2.5) ¢¨¯«¨¢ õ, é® ¡ã¤ì-ïª 
áª÷ç¥  à¥è÷âª  L = {a1, a2, . . . , an} õ ®¡¬¥¦¥®î:

1 = a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an = sup{a1, a2, . . . , an};
0 = a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an = inf{a1, a2, . . . , an}.
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2. �¥è÷âª  〈N,6〉 ®¡¬¥¦¥  «¨è¥ §¨§ã: ¥«¥¬¥â 1 ∈ N õ ã«¥¬ à¥-
è÷âª¨.

3. �¥è÷âª  Ln ¤«ï ¡ã¤ì-ïª®£® ä÷ªá®¢ ®£® n ∈ N ®¡¬¥¦¥ :

1Ln = n; 0Ln = 1.

4. �®§£«ï¥¬® ç áâª®¢® ¢¯®àï¤ª®¢ ã ¬®¦¨ã L0 = N∪ {0} § â ª¨¬
¢÷¤®è¥ï¬ ¯®àï¤ªã:

(a 4 b) ⇔ (b ···a), ïªé® a, b ∈ N;

∀ a ∈ N ∪ {0} : (a 4 0).

�¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¬¥â®¤, é® ¡ã¢ § áâ®á®¢ ¨© ¤® ��� 〈Ln, ··· 〉 §  âã-
à «ì¨¬ n (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.7), «¥£ª® ¤®¢¥áâ¨, é® ��� 〈L0, 4〉 õ à¥è÷âª®î.
�ç¥¢¨¤®, à¥è÷âª  〈L0,4〉 ®¡¬¥¦¥ :

1L0 = 0; 0L0 = 1.

� ã¢ ¦¥ï 2.5. �¨ª®à¨áâ ï ¤«ï ®¤¨¨æ÷ ÷ ã«ï à¥è÷âª¨ ¯®§ ç¥ì
1 â  0 ¡¥§ ÷¤¥ªáã, ïª¨© ¢ª §ãõ   ª®ªà¥âã à¥è÷âªã, ¬®¦¥ ¯à¨§¢¥áâ¨ ¤®
ª®ä«÷ªâã ¯®§ ç¥ì. � ª, ç¨á«®¢÷ à¥è÷âª¨ (§®ªà¥¬ , L0) ¬÷áâïâì ¥«¥-
¬¥â¨, ¤«ï ïª¨å ¯®§ ç¥ï 1 â  0 õ áâ ¤ àâ¨¬¨ (â®¡â®, ç¨á«  1 â 
0), ÷ æ÷ ¥«¥¬¥â¨ ¬®¦ãâì ¥ ¡ãâ¨ ¢÷¤¯®¢÷¤® ®¤¨¨æ¥î ÷ ã«¥¬ à¥è÷âª¨.
�÷«ìè¥ â®£®, ã à¥è÷âæ÷ L0 ç¨á«® 1 õ ã«¥¬ à¥è÷âª¨,   ç¨á«® 0 { ®¤¨-
¨æ¥î à¥è÷âª¨. �¤ ª ã ¡÷«ìè®áâ÷ ¢¨¯ ¤ª÷¢, §®ªà¥¬  ¯÷¤ ç á à®§£«ï¤ã
 ¡áâà ªâ¨å à¥è÷â®ª, ¢¨ª®à¨áâ ï ¯®§ ç¥ì 1 â  0 § ¬÷áâì 1L â  0L

¢¢ ¦ õâìáï æ÷«ª®¬ ¢¨¯à ¢¤ ¨¬.
�«ï ®¡¬¥¦¥¨å à¥è÷â®ª á¯à ¢¤¦ãõâìáï ª®à¨á  â®â®¦÷áâì, ¢÷¤®¬ 

¯÷¤  §¢®î ¿¢« áâ¨¢÷áâì ¥©âà «ì®áâ÷À.
�¥¬  2.4. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { ®¡¬¥¦¥  à¥è÷âª , a ∈ L. �®¤÷

a ∨ 0 = a; a ∧ 1 = a.
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�®¢¥¤¥ï. �¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¢¨¯«¨¢ õ ÷§ ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷ (2.1) â 
®§ ç¥ï ã«ï © ®¤¨¨æ÷ à¥è÷âª¨.

� § ç¨¬®, é® â®â®¦®áâ÷ ¥©âà «ì®áâ÷, ïª ÷ á«÷¤ ¡ã«® ®ç÷ªã¢ â¨, õ
¢§ õ¬® ¤ã «ì¨¬¨.

2.6. �®¯®¢¥÷ à¥è÷âª¨
� æ÷© £« ¢÷ à¥è÷âª¨ ¢¢ ¦ õ¬® ®¡¬¥¦¥¨¬¨.
�§ ç¥ï 2.7. �«¥¬¥â b ∈ L  §¨¢ îâì ¤®¯®¢¥ï¬ ¤® ¥«¥¬¥â 

a ∈ L, ïªé®
a ∨ b = 1; a ∧ b = 0.

�¥§¯®á¥à¥¤ì® § ®§ ç¥ï ¤®¯®¢¥ï ¢¨¯«¨¢ õ ®ç¥¢¨¤¨© ä ªâ:
ïªé® b ∈ L õ ¤®¯®¢¥ï¬ ¤® a ∈ L, â® a ∈ L õ ¤®¯®¢¥ï¬ ¤® b ∈ L

(¥«¥¬¥â¨ a ÷ b  §¨¢ â¨¬¥¬® ¢§ õ¬®¤®¯®¢¥¨¬¨).
�à¨ª« ¤ 2.14. 1. � ¡ã¤ì-ïª÷© ®¡¬¥¦¥÷© à¥è÷âæ÷ ¥«¥¬¥â¨ 0 â  1 õ

¢§ õ¬®¤®¯®¢¥¨¬¨, ÷ æ÷ ¥«¥¬¥â¨ ÷è¨å ¤®¯®¢¥ì ¥ ¬ îâì.
2. � ®¡¬¥¦¥®¬ã « æî§÷ 〈L, 4〉 ¤®¯®¢¥ï ¬ îâì «¨è¥ 1 ÷ 0.
3. � à¥è÷âæ÷ K1 (¤÷ £à ¬    à¨á. 2.1) ¥«¥¬¥â¨ a â  e õ ¢÷¤¯®¢÷¤-

® ®¤¨¨æ¥î ÷ ã«¥¬ à¥è÷âª¨. �¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨, é® ¥«¥¬¥â c ¬ õ ¤¢ 
¤®¯®¢¥ï { b â  d.

4. � à¥è÷âæ÷ K2 (¤÷ £à ¬    à¨á. 2.2) ¥«¥¬¥â¨ a â  e õ ¢÷¤¯®¢÷¤®
®¤¨¨æ¥î ÷ ã«¥¬ à¥è÷âª¨. �¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨, é® ¥«¥¬¥â¨ b, c, d õ ¯®¯ à-
® ¢§ õ¬®¤®¯®¢¥¨¬¨ (¤®¯®¢¥ï¬¨ ¤® ª®¦®£® ÷§ æ¨å âàì®å ¥«¥¬¥â÷¢
õ ¤¢  ÷è¨å).

�â¦¥, ¤®¯®¢¥ï ¤® ¤¥ïª¨å ¥«¥¬¥â÷¢ ¬®¦¥ ¢§ £ «÷ ¥ ÷áã¢ â¨,  
¤¥ïª÷ ¥«¥¬¥â¨ ¬®¦ãâì ¬ â¨ ¤¥ª÷«ìª  ¤®¯®¢¥ì.

�¯à ¢  2.6. �¥å © ¥«¥¬¥â¨ a ÷ b ¢§ õ¬®¤®¯®¢¥÷ â  a 4 b. �®¢¥áâ¨,
é® a = 0 â  b = 1.
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�§ ç¥ï 2.8. �¥è÷âªã, ª®¦¨© ¥«¥¬¥â ïª®ù ¬ õ å®ç  ¡ ®¤¥ ¤®-
¯®¢¥ï,  §¨¢ îâì ¤®¯®¢¥®î.

�à¨ª« ¤ 2.15. 1. �¢®å¥«¥¬¥â¨© « æî£ {0, 1} (0 ≺ 1) õ ¤®¯®¢¥-
®î à¥è÷âª®î.

2. �¡¬¥¦¥¨© « æî£ 〈L,4〉 § âàì®¬   ¡® ¡÷«ìè¥ ¥«¥¬¥â ¬¨ ¥ õ
¤®¯®¢¥®î à¥è÷âª®î.

3. �¥è÷âª¨ K1 ÷ K2 õ ¤®¯®¢¥¨¬¨.
4. �®§£«ï¥¬® à¥è÷âªã 〈Ln, ··· 〉 (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.7), n = pn1

1 pn2
2 · · · pnm

m ,
¤¥ p1, p2, . . . , pm { ¯à®áâ÷ ç¨á« , n1, n2, . . . , nm ∈ N. �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨
¬¥â®¤ ÷§ ¯à¨ª« ¤ã 2.7 «¥£ª® ¤®¢¥áâ¨, é® ¥«¥¬¥â a = pa1

1 pa2
2 · · · pam

m ¬ õ
¤®¯®¢¥ï â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ ak ∈ {0, nk}, k = 1, 2, . . . ,m. �¢÷¤á¨
¢¨¯«¨¢ õ, é® à¥è÷âª  〈Ln, ··· 〉 õ ¤®¯®¢¥®î â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ nk = 1,
k = 1, 2, . . . ,m, â®¡â® ª®«¨ ç¨á«® n = p1p2 · · · pm õ ¤®¡ãâª®¬ ¯®¯ à®
à÷§¨å ¯à®áâ¨å ç¨á¥«.

� ¢¥¤¥¬® é¥ ®¤¨ à¥§ã«ìâ â, á¯à ¢¥¤«¨¢¨© ¤«ï ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨å ®¡-
¬¥¦¥¨å à¥è÷â®ª.

�¥®à¥¬  2.5. � ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷© ®¡¬¥¦¥÷© à¥è÷âæ÷ ª®¦¨© ¥«¥-
¬¥â ¬ õ ¥ ¡÷«ìè¥ ®¤®£® ¤®¯®¢¥ï.

�¯à ¢  2.7. �®¢¥áâ¨ â¥®à¥¬ã 2.5 á ¬®áâ÷©®.

�ª §÷¢ª . �ª®à¨áâ â¨áì «¥¬®î 2.3.

� ã¢ ¦¥ï 2.6. �ä®à¬ã«ì®¢   â¥®à¥¬  ÷®¤÷ ¤®¯®¬ £ õ ¤®¢®¤¨â¨
¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì à¥è÷â®ª. � ª, ¬®¦  §à®¡¨â¨ ¢¨á®¢®ª ¯à® ¥¤¨á-
âà¨¡ãâ¨¢÷áâì à¥è÷â®ª K1 ÷ K2, ®áª÷«ìª¨ ¤¥ïª÷ ¥«¥¬¥â¨ æ¨å à¥è÷â®ª
¬ îâì ¡÷«ìè¥ ®¤®£® ¤®¯®¢¥ï.

� ã¢ ¦¥ï 2.7. �¥®à¥¬  2.5 ¥ ¬ õ §¢®à®â®£®  á«÷¤ªã, â®¡â® ÷áã-
îâì ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷ ®¡¬¥¦¥÷ à¥è÷âª¨, ¥«¥¬¥â¨ ïª¨å ¬ îâì ¥ ¡÷«ìè¥
®¤®£® ¤®¯®¢¥ï. � ª®î,  ¯à¨ª« ¤, õ à¥è÷âª  ÷§ ¤÷ £à ¬®î   à¨á. 2.9.
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a

f

b

c d e

g

�¨á. 2.9. �¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª ,
ª®¦¥ ¥«¥¬¥â ïª®ù ¬ õ ¥ ¡÷«ìè¥

®¤®£® ¤®¯®¢¥ï

�¥£ª® §à®§ã¬÷â¨, é® ã §®¡à ¦¥-
÷© à¥è÷âæ÷ ¤®¯®¢¥ï ¬ îâì «¨-
è¥ ®¤¨¨æï à¥è÷âª¨ (¥«¥¬¥â a)
â  ã«ì à¥è÷âª¨ (¥«¥¬¥â g), ïª÷ õ
¢§ õ¬®¤®¯®¢¥¨¬¨ â  ÷è¨å ¤®¯®-
¢¥ì ¥ ¬ îâì (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.14,
¯. 1). �¤ ª æï à¥è÷âª  ¥¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢ , ®áª÷«ìª¨ ¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥-
è÷âªã {b, c, d, e, f}, ÷§®¬®àäã K2.

�¥â «ì÷è¥ ¯à® §¢'ï§®ª ¬÷¦ ¤¨-
áâà¨¡ãâ¨¢÷áâî â   ï¢÷áâî ¤®-
¯®¢¥ì ¤¨¢. ã à®¡®â÷ [3].

2.7. �®¤ã«ïà÷ à¥è÷âª¨
�§ ç¥ï 2.9. �¥è÷âªã 〈L,∨,∧〉  §¨¢ îâì ¬®¤ã«ïà®î, ïªé®

∀x, y, z ∈ L : x 4 z ⇒ x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z. (2.16)

�ç¥¢¨¤®, é® â¢¥à¤¦¥ï (2.16) §¡÷£ õâìáï ÷§ ¤ã «ì¨¬ (§ â®ç÷áâî ¤®
§ áâ®áã¢ ï ª®¬ãâ â¨¢®áâ÷ â  ¯¥à¥©¬¥ã¢ ï §¬÷¨å ¯÷¤ ª¢ â®à ¬¨
§ £ «ì®áâ÷):

∀x, y, z ∈ L : x < z ⇒ x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ z. (2.17)

�¢¥à¤¦¥ï, ¥ª¢÷¢ «¥â¥ á¢®õ¬ã ¤ã «ì®¬ã, ÷®¤÷  §¨¢ îâì á ¬®-
¤¢®ùáâ¨¬. ö§ á ¬®¤¢®ùáâ®áâ÷ § ª®ã ¬®¤ã«ïà®áâ÷ (2.16) ¢¨¯«¨¢ õ, é® ¤«ï
¢¨¢ç¥ï ¬®¤ã«ïà¨å à¥è÷â®ª ¬®¦  ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨ ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì-
®áâ÷.

�¯à ¢  2.8. �®¢¥áâ¨, é® ¡ã¤ì-ïª  ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª  õ ¬®¤ã-
«ïà®î.
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�à¨ª« ¤ 2.16. 1. �¥è÷âª  ¬®¦¨ 〈S,∪,∩〉 õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î,   ®â-
¦¥ (¤¨¢. ¢¯à ¢ã 2.8) õ ¬®¤ã«ïà®î.

2. �¥è÷âª  K1 ¥ õ ¬®¤ã«ïà®î; à¥è÷âª  K2 ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ ,  «¥
¬®¤ã«ïà . �«ï §àãç®áâ÷ ¯®á¨« ì §®¢ã  ¢¥¤¥¬® ¤÷ £à ¬¨ à¥è÷â®ª
K1 ÷ K2, ¤¥é® §¬÷¨¢è¨ ¯®§ ç¥ï ¥«¥¬¥â÷¢ (à¨á. 2.10 ÷ 2.11).

�«ï à¥è÷âª¨ K1 (à¨á. 2.10) ®âà¨¬ãõ¬®:

c 4 a; c ∨ (b ∧ a) = c ∨ 0 = c; (c ∨ b) ∧ a = 1 ∧ a = a,

é® ®§ ç õ ¥¬®¤ã«ïà÷áâì K1.
�«ï à¥è÷âª¨ K2 â®â®¦÷áâì (2.16) ¬®¦  ¯¥à¥¢÷à¨â¨ ¡¥§¯®á¥à¥¤ì®.

�¯à ¢¤÷, ã K2 (à¨á. 2.11) ¯¥à¥¤ã¢ ï x 4 z ¬®¦«¨¢¥ «¨è¥ ¢ ®¤®¬ã ÷§
âàì®å ¢¨¯ ¤ª÷¢: x = 0, z = 1, x = z. �ç¥¢¨¤®, é® ¤«ï ª®¦®£® ÷§ æ¨å
¢¨¯ ¤ª÷¢ à÷¢÷áâì x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z á¯à ¢¤¦ãõâìáï.

0

b

c

a

1

�¨á. 2.10. �¥è÷âª  K1 {
 ©¯à®áâ÷è  ¥¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª 

a b c

1

0

�¨á. 2.11. �¥è÷âª  K2 {
 ©¯à®áâ÷è  ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ 

¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª 

3. �¥å © X { ä÷ªá®¢ ¨© «÷÷©¨© ¯à®áâ÷à. �®§£«ï¥¬® ¬®¦¨ã ¯÷¤-
¯à®áâ®à÷¢ LX ¯à®áâ®àã X, ã¯®àï¤ª®¢ ã §  ¯à¨à®¤¨¬ ¢÷¤®è¥ï¬ ¯®-
àï¤ªã ¿⊂À. �'ïáãõ¬®, ç¨ õ ��� 〈LX ,⊂〉 à¥è÷âª®î.

� ªá¨¬ «ì¨© (§  ¢÷¤®è¥ï¬ ¿⊂À) ¯÷¤¯à®áâ÷à, ïª¨© õ ¯÷¤¬®¦¨-
®î ª®¦®£® ÷§ ¤¢®å § ¤ ¨å ¯÷¤¯à®áâ®à÷¢ A, B ∈ LX , õ ¯¥à¥â¨ A ∩ B.
�÷÷¬ «ì¨¬ ¯÷¤¯à®áâ®à®¬, ïª¨© ¬÷áâ¨âì ®¡¨¤¢  ¯÷¤¯à®áâ®à¨ A ÷ B, õ
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áã¬  ¯à®áâ®à÷¢ A + B; § ã¢ ¦¨¬®, é® ¬÷÷¬ «ì®î ¯÷¤¬®¦¨®î, ïª 
¬÷áâ¨âì A ÷ B, õ ®¡'õ¤ ï A ∪ B,  «¥ A ∪ B ¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® õ ¯÷¤¯à®-
áâ®à®¬ X. �â¦¥, ¤«ï ¡ã¤ì-ïª¨å A,B ∈ LX ÷áãõ áã¯à¥¬ã¬ â  ÷ä÷¬ã¬
{A,B}, ïª÷ ¢¨§ ç îâì ¤¨§'îªæ÷î ÷ ª®'îªæ÷î:

A ∨B = sup{A, B} = A + B; A ∧B = inf{A,B} = A ∩B.

�â¦¥, ��� 〈LX ,⊂〉 ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª à¥è÷âªã 〈LX , +,∩〉. �¥¢ ¦-
ª® ¤®¢¥áâ¨ [3], é® æï à¥è÷âª  ¬®¤ã«ïà .

� § ç¨¬®, é® à¥è÷âª  〈LX ,⊂〉 ¥ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î, §  ¢¨ïâª®¬
¢¨¯ ¤ª÷¢ ®¤®¢¨¬÷à®£®  ¡® ã«ì®¢®£® X, ®áª÷«ìª¨ ¯à®áâ÷à X § ¤¢®¬   ¡®
¡÷«ìè¥ ¢¨¬÷à ¬¨ ¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã K2 { ã«ì®¢¨© ¯÷¤¯à®á-
â÷à, ¯«®é¨ã (¤¢®¢¨¬÷à¨© ¯÷¤¯à®áâ÷à) ÷ âà¨ à÷§÷ ¯àï¬÷ (®¤®¢¨¬÷à÷
¯÷¤¯à®áâ®à¨) ã æ÷© ¯«®é¨÷.

4. �¥å © 〈G, ∗〉 { ä÷ªá®¢   £àã¯ . �®¦  ¤®¢¥áâ¨ [4], é® ¬®¦¨ 
®à¬ «ì¨å ¤÷«ì¨ª÷¢ £àã¯¨ 〈G, ∗〉 §  ¢÷¤®è¥ï¬ ¿⊂À õ ¬®¤ã«ïà®î
à¥è÷âª®î.

� § ç¨¬®, é® ¬®¦¨  ¢á÷å ¯÷¤£àã¯ £àã¯¨ 〈G, ∗〉 §  ¢÷¤®è¥ï¬
¿⊂À õ à¥è÷âª®î,  «¥ æï à¥è÷âª  ¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® õ ¬®¤ã«ïà®î. � ª, à¥-
è÷âª  ¢á÷å ¯÷¤£àã¯ £àã¯¨ ¯÷¤áâ ®¢®ª S3 ¬®¤ã«ïà ,  «¥ à¥è÷âª  ¢á÷å
¯÷¤£àã¯ £àã¯¨ S4 ¥¬®¤ã«ïà .

�¥è÷âª¨ ¯÷¤£àã¯ ¤¥â «ì® ¤®á«÷¤¦¥®,  ¯à¨ª« ¤, ã à®¡®â å [2;4].

2.7.1. �à¨â¥à÷© ¬®¤ã«ïà®áâ÷
�¨ï¢«ïõâìáï, é® K1 õ ¢ ¤¥ïª®¬ã á¥á÷  ©¯à®áâ÷è®î ¥¬®¤ã«ïà®î

à¥è÷âª®î.
�¥®à¥¬  2.6 (ªà¨â¥à÷© ¬®¤ã«ïà®áâ÷). �¥è÷âª  〈L,∨,∧〉 ¬®¤ã-

«ïà  â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ ¢®  ¥ ¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷â®ª, ÷§®¬®àä-
¨å K1.
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�®¢¥¤¥ï. �ç¥¢¨¤®, é® ¦®¤  ¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª  ¥ ¬®¦¥ ¬÷áâ¨-
â¨ ¯÷¤à¥è÷âª¨, ÷§®¬®àä®ù K1, ®áª÷«ìª¨ K1 ¥¬®¤ã«ïà . �®¢¥¤¥¬®, é®
ª®¦  ¥¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª  ¬÷áâ¨âì ¤¥ïªã ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã K1.

�¥å © à¥è÷âª  L ¥¬®¤ã«ïà , â®¡â® ¤«ï ¤¥ïª¨å x, y, z ∈ L ¬ õ¬®:

x 4 z; x ∨ (y ∧ z) 6= (x ∨ y) ∧ z,

§¢÷¤ª¨, § ãà åã¢ ï¬ â¢¥à¤¦¥ï (2.13), ®âà¨¬ãõ¬® áâà®£¥ ¯¥à¥¤ã¢ ï

x ∨ (y ∧ z) ≺ (x ∨ y) ∧ z. (2.18)

�®¢¥¤¥¬®, é® ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã K1, ãâ¢®àîîâì ¥«¥¬¥â¨

x ∨ y, z ∧ y, x ∨ (y ∧ z), (x ∨ y) ∧ z, y. (2.19)

� ¯¨è¥¬® ®ç¥¢¨¤÷ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï ¯¥à¥¤ã¢ ï:

z ∧ y 4 x ∨ (y ∧ z) ≺ (x ∨ y) ∧ z 4 x ∨ y; z ∧ y 4 y 4 x ∨ y.

�á÷ § ¯¨á ÷ ¯¥à¥¤ã¢ ï õ áâà®£¨¬¨. �¯à ¢¤÷, ¯à¨¯ãáâ¨¢è¨ à÷¢÷áâì
z ∧ y = x ∨ (y ∧ z), ®âà¨¬ãõ¬®:

x 4 (y ∧ z) ⇒




x 4 y

x 4 z
⇒ x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z = y ∧ z,

é® áã¯¥à¥ç¨âì ¥à÷¢®áâ÷ (2.18). �â¦¥, z ∧ y ≺ x ∨ (y ∧ z). � «®£÷ç®
®âà¨¬ãõ¬® áâà®£¥ ¯¥à¥¤ã¢ ï (x ∨ y) ∧ z ≺ x ∨ y. � à¥èâ÷, ¯à¨¯ãáâ¨-
¢è¨ à÷¢÷áâì z ∧ y = y (  «®£÷ç® y = x ∨ y), ®âà¨¬ãõ¬® ¯¥à¥¤ã¢ ï
y 4 z (¢÷¤¯®¢÷¤® x 4 y), §¢÷¤ª¨ â ª®¦ «¥£ª® ®âà¨¬ãõ¬® áã¯¥à¥ç÷áâì
¥à÷¢®áâ÷ (2.18). �â¦¥, ¬ õ¬® â ª÷ ¯¥à¥¤ã¢ ï:

z ∧ y ≺ x ∨ (y ∧ z) ≺ (x ∨ y) ∧ z ≺ x ∨ y; z ∧ y ≺ y ≺ x ∨ y.

� «÷ § § ç¨¬®, é® y ¥ ¤®à÷¢îõ ¥«¥¬¥â ¬ x∨ (y ∧ z) â  (x∨ y)∧ z.
�÷©á®, ¯à¨¯ãáâ¨¢è¨ à÷¢÷áâì y = x∨ (y ∧ z) (  «®£÷ç® y = (x∨ y)∧ z),
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®âà¨¬ãõ¬® ¯¥à¥¤ã¢ ï x 4 y (¢÷¤¯®¢÷¤® y 4 z), ïª¥ áã¯¥à¥ç¨âì ¥à÷¢-
®áâ÷ (2.18). �â¦¥, ¢á÷ ¥«¥¬¥â¨ §  ¡®àã (2.19) ¯®¯ à® à÷§÷.

�«ï ¤®¢¥¤¥ï â®£®, é®  ¡÷à (2.19) ãâ¢®àîõ ¯÷¤à¥è÷âªã à¥è÷âª¨ L ÷
é® æï ¯÷¤à¥è÷âª  ÷§®¬®àä  K1, ¤®áâ âì® ®¡ç¨á«¨â¨ ¯®¯ à÷ ¤¨§'îª-
æ÷ù ÷ ª®'îªæ÷ù æ¨å ¥«¥¬¥â÷¢. �áª÷«ìª¨ ¤«ï ¯®à÷¢ï¨å ¥«¥¬¥â÷¢
¤¨§'îªæ÷ï ÷ ª®'îªæ÷ï ¢¨§ ç îâìáï «¥¬®î (1.4), ¯®âà÷¡® ®¡ç¨á«¨â¨
«¨è¥ ¤¨§'îªæ÷î ÷ ª®'îªæ÷î y § ¥«¥¬¥â ¬¨ x ∨ (y ∧ z) â  (x ∨ y) ∧ z.

�®à¨áâãîç¨áì  ªá÷®¬ ¬¨ à¥è÷âª¨, ®âà¨¬ãõ¬®:

y ∨ (x ∨ (y ∧ z)) = x ∨ y ∨ (y ∧ z) = x ∨ y;

y ∧ ((x ∨ y) ∧ z) = y ∧ (x ∨ y) ∧ z = y ∧ z.

�¨à § y ∨ ((x ∨ y) ∧ z) ®¡ç¨á«¨¬®, áª®à¨áâ ¢è¨áì á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨

x ∨ y = (y ∨ (x ∨ (y ∧ z))) 4 (y ∨ ((x ∨ y) ∧ z)) 4 x ∨ y,

§¢÷¤ª¨, ¢à å®¢ãîç¨  â¨á¨¬¥âà¨ç÷áâì ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã, ®âà¨¬ãõ¬®:

y ∨ ((x ∨ y) ∧ z) = x ∨ y.

� «®£÷ç® (¤ã «ì¨¬¨ ¬÷àªã¢ ï¬¨) ®âà¨¬ãõ¬® à÷¢÷áâì

y ∧ (x ∨ (y ∧ z)) = y ∧ z.

�áª÷«ìª¨ ¥«¥¬¥â¨ ¢ (2.19) ¯®¯ à® à÷§÷, §  «¥¬®î (1.4) «¥£ª® ®âà¨-
¬ â¨ ¥¯®à÷¢ï÷áâì ¥«¥¬¥â  y § ¥«¥¬¥â ¬¨ x ∨ (y ∧ z) â  (x ∨ y) ∧ z.

� ª¨¬ ç¨®¬, ¢¨§ ç¥  ¯'ïâ¨¥«¥¬¥â-
  ¯÷¤¬®¦¨  (2.19) § ¬ª¥  ¢÷¤®á®
¤¨§'îªæ÷ù ÷ ª®'îªæ÷ù ¢¨å÷¤®ù à¥è÷âª¨
〈L,∨,∧〉, ÷ ¢¯®àï¤ªã¢ ï ¬÷¦ æ¨¬¨ ¥«¥¬¥-
â ¬¨ (à¨á. 2.12) §¡÷£ õâìáï ÷§ ¢¯®àï¤ªã¢ -
ï¬ à¥è÷âª¨ K1.

x yÚ

y

x y z)Ú( Ù

(x y z)Ú Ù

z yÙ

�¨á. 2.12
�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.
�¯à ¢  2.9. �®á«÷¤¨â¨   ¬®¤ã«ïà÷áâì ãá÷ à¥è÷âª¨ ÷§ ¯à¨ª« ¤ã 2.12.
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2.7.2. �¨áâà¨¡ãâ¨¢÷ âà÷©ª¨

�÷¤®¬®, é®  ¢÷âì ã ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨å à¥è÷âª å ÷áãîâì âà÷©ª¨ ¥«¥-
¬¥â÷¢ a, b, c, ¤«ï ïª¨å á¯à ¢¤¦ãîâìáï § ª®¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c); (2.20)
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c); (2.21)
b ∨ (a ∧ c) = (b ∨ a) ∧ (b ∨ c); (2.22)
b ∧ (a ∨ c) = (b ∧ a) ∨ (b ∧ c); (2.23)
c ∨ (a ∧ b) = (c ∨ a) ∧ (c ∨ b); (2.24)
c ∧ (a ∨ b) = (c ∧ a) ∨ (c ∧ b). (2.25)

� ã¢ ¦¥ï 2.8. �®à¬ «ì® ¤«ï ¥«¥¬¥â÷¢ a, b, c ¬®¦  ¢¨¯¨á â¨
12 à÷¢®áâ¥© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ { ¯® 6 ¯¥à¥áâ ¢«¥ì ¥«¥¬¥â÷¢ a, b, c ã
à÷¢®áâïå (2.14) ÷ (2.15). �¤ ª, ¢à å®¢ãîç¨ ª®¬ãâ â¨¢÷áâì ¤¨§'îªæ÷ù
â  ª®'îªæ÷ù, ¬®¦  ¯®¬÷â¨â¨ á¨¬¥âà¨ç÷áâì à÷¢®áâ¥© (2.14) ÷ (2.15)
¢÷¤®á® ¯¥à¥áâ ¢«¥ì ¥«¥¬¥â÷¢ b ÷ c. � ª¨¬ ç¨®¬, ¤«ï ª®¦®ù âà÷©ª¨
a, b, c õ á¥á à®§£«ï¤ â¨ è÷áâì à÷¢®áâ¥© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷, ÷ æ¥ ¡ã¤ãâì
á ¬¥ à÷¢®áâ÷ (2.20){(2.25).

�à¨ª« ¤ 2.17. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { ®¡¬¥¦¥  à¥è÷âª . �®¤÷ ¤«ï âà÷©®ª
1, b, c â  0, b, c (b, c ∈ L) á¯à ¢¤¦ãîâìáï ¢á÷ è÷áâì § ª®÷¢ (2.20){(2.25).

�à¨ª« ¤ 2.18. � à¥è÷âæ÷K2 (à¨á. 2.11) ¦®¤¥ ÷§ § ª®÷¢ (2.20){(2.25)
¥ ¢¨ª®ãõâìáï ¤«ï âà÷©ª¨ a, b, c, ®¤ ª ãá÷ æ÷ è÷áâì § ª®÷¢ ¢¨ª®ãîâìáï
¤«ï âà÷©ª¨ 1, b, c,   â ª®¦ ¤«ï ¡ã¤ì-ïª®ù ÷è®ù âà÷©ª¨, ïª  ¬÷áâ¨âì 1  ¡®
0 (¯à¨ª« ¤ 2.17).

� ¤®¢÷«ì¨å à¥è÷âª å ¤«ï ä÷ªá®¢ ®ù âà÷©ª¨ a, b, c ¤¥ïª÷ ÷§ § ª®÷¢
(2.20){(2.25) ¬®¦ãâì ¢¨ª®ã¢ â¨áï,   ÷è÷ { ¥ ¢¨ª®ã¢ â¨áï.

�¯à ¢  2.10. �¥à¥¢÷à¨â¨, ïª÷ ÷§ § ª®÷¢ (2.20){(2.25) á¯à ¢¤¦ãîâìáï
¤«ï âà÷©ª¨ a, b, c ã à¥è÷âæ÷ K1 (à¨á. 2.10).
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� ¬®¤ã«ïà¨å à¥è÷âª å   «÷§ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ¤«ï ä÷ªá®¢ ®ù âà÷©-
ª¨ ¥«¥¬¥â÷¢ áãââõ¢® á¯à®éãõâìáï.

�¥®à¥¬  2.7. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { ¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª , a, b, c ∈ L { ¤¥ïª÷
ä÷ªá®¢ ÷ ¥«¥¬¥â¨. �®¤÷ è÷áâì à÷¢®áâ¥© (2.20){(2.25) { ¥ª¢÷¢ «¥â÷
â¢¥à¤¦¥ï (¢¨ª®ãîâìáï ç¨ ¥ ¢¨ª®ãîâìáï ®¤®ç á®).

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥¬®  á«÷¤®ª (2.20) ⇒ (2.23).
�¥å © à÷¢÷áâì (2.20) ¢¨ª®ãõâìáï. �®¤÷, ®¡ç¨á«¨¢è¨ ª®'îªæ÷î ¬÷¦

¥«¥¬¥â®¬ b ÷ ®¡®¬  ç áâ¨ ¬¨ (2.20), ®âà¨¬ãõ¬®:

b ∧ (a ∨ (b ∧ c)) = b ∧ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

�áª÷«ìª¨ b < b∧c, ¤® «÷¢®ù ç áâ¨¨ ®âà¨¬ ®ù à÷¢®áâ÷ ¬®¦¥¬® § áâ®-
áã¢ â¨ ¢« áâ¨¢÷áâì ¬®¤ã«ïà®áâ÷ (ã ä®à¬÷ (2.17)). �¤®ç á® á¯à®éãîç¨
¯à ¢ã ç áâ¨ã §   ¡á®à¡æ÷õî, ®âà¨¬ãõ¬® à÷¢÷áâì

(b ∧ a) ∨ (b ∧ c) = b ∧ (a ∨ c),

ïª  §¡÷£ õâìáï ÷§ à÷¢÷áâî (2.23).
� «®£÷ç®, ®¡ç¨á«¨¢è¨ ¤¨§'îªæ÷î ¬÷¦ ¥«¥¬¥â®¬ a © ®¡®¬  ç á-

â¨ ¬¨ à÷¢®áâ÷ (2.23), ¬®¦¥¬® ¤®¢¥áâ¨  á«÷¤®ª (2.23) ⇒ (2.20). � ª¨¬
ç¨®¬, ¬ õ¬® ¥ª¢÷¢ «¥â÷áâì (2.20) ⇔ (2.23).

� «÷, ª®à¨áâãîç¨áì ¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷, ®âà¨¬ãõ¬® ¥ª¢÷¢ «¥â-
÷áâì (2.21) ⇔ (2.22).

�¥à¥áâ ¢¨¢è¨ ¢ ®âà¨¬ ¨å ¥ª¢÷¢ «¥â®áâïå ¥«¥¬¥â¨ b â  c, ®âà¨-
¬ãõ¬® ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷ (2.20) ⇔ (2.25) â  (2.21) ⇔ (2.24).

� à¥èâ÷, ¯¥à¥áâ ¢¨¢è¨ a â  c ¢ ¥ª¢÷¢ «¥â®áâïå (2.20) ⇔ (2.23)
â  (2.21) ⇔ (2.22), ®âà¨¬ãõ¬® ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷ (2.24) ⇔ (2.23) â 
(2.25) ⇔ (2.22).

� ª¨¬ ç¨®¬, ®âà¨¬ãõ¬® « æî¦®ª ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ¥©

(2.20) ⇔ (2.23) ⇔ (2.24) ⇔ (2.21) ⇔ (2.22) ⇔ (2.25),

é® § ¢¥àèãõ ¤®¢¥¤¥ï â¥®à¥¬¨.
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�®¢®àïâì, é® ¥«¥¬¥â¨ a, b, c ãâ¢®àîîâì ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ã âà÷©ªã, ïª-
é® æ÷ ¥«¥¬¥â¨ § ¤®¢®«ìïîâì è÷áâì à÷¢®áâ¥© (2.20){(2.25).

� ã¢ ¦¥ï 2.9. �¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨, é® ¡ã¤ì-ïª¥ ¯¥à¥áâ ¢«¥ï ¥«¥-
¬¥â÷¢ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®ù âà÷©ª¨ § «¨è õ æî âà÷©ªã ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î. �¢÷¤-
á¨ ¢¨¯«¨¢ õ, é® ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ã âà÷©ªã ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª ¬®¦¨ã
÷§ âàì®å ¥«¥¬¥â÷¢ (¡¥§ ã¯®àï¤ªã¢ ï).

�¯à ¢  2.11. �«ï ¬®¤ã«ïà®ù à¥è÷âª¨ ¤®¢¥áâ¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì
âà÷©ª¨ {a, b, c} ã ¢¨¯ ¤ªã, ïªé® a 4 b.

�ç¥¢¨¤®, é® à¥è÷âª  õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ ¡ã¤ì-
ïª  âà÷©ª  ùù ¥«¥¬¥â÷¢ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î.

� £ ¤ õ¬® (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.18), é® ¢ ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢¨å à¥è÷âª å, §®-
ªà¥¬  ¢ ¬®¤ã«ïà¨å, ¤¥ïª÷ âà÷©ª¨ ¥«¥¬¥â÷¢ ¬®¦ãâì ¡ãâ¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢-
¨¬¨.

�¥ à §  £®«®á¨¬®, é® ¢¨¬®£  ¬®¤ã«ïà®áâ÷ ã â¥®à¥¬÷ 2.7 õ áãââõ¢®î
(¢¯à ¢  2.10).

�«ï ¤®á«÷¤¦¥ï ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ¢ ¦«¨¢¨¬¨ õ ¥«¥¬¥â¨

M(a, b, c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c);

m(a, b, c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c).

�¯à ¢  2.12. �®¢¥áâ¨ ¥à÷¢÷áâì m(a, b, c) 4 M(a, b, c) ¤«ï ¤®¢÷«ì¨å
a, b, c ∈ L ¤«ï ¤®¢÷«ì®ù (¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® ¬®¤ã«ïà®ù) à¥è÷âª¨ 〈L,∨,∧〉.

�ª §÷¢ª . �¨ª®à¨áâ â¨ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.11).
�¥®à¥¬  2.8. �¥å © 〈L,∨,∧〉 { ¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª , a, b, c ∈ L { ¤¥ïª÷

ä÷ªá®¢ ÷ ¥«¥¬¥â¨. �®¤÷ ¥®¡å÷¤®î © ¤®áâ âì®î ã¬®¢®î ¤¨áâà¨¡ã-
â¨¢®áâ÷ âà÷©ª¨ {a, b, c} õ ¢¨ª® ï à÷¢®áâ÷ M(a, b, c) = m(a, b, c).

�®¢¥¤¥ï. �¥®¡å÷¤÷áâì. �¥å © âà÷©ª  {a, b, c} ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ . �®¤÷
¬®¦¥¬® § áâ®áã¢ â¨ ¤® ¢¨à §ã (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ã áª« ¤÷ M(a, b, c) § -
ª® (2.20):

M(a, b, c) = (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c).
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�¥¯¥à, ®áª÷«ìª¨ (b ∨ c) < (b ∧ c), ¬®¦¥¬® § áâ®áã¢ â¨ ¤® ®âà¨¬ ®£®
¢¨à §ã § ª® ¬®¤ã«ïà®áâ÷ ã ä®à¬÷ (2.17):

(a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c) = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c).

� à¥èâ÷, § áâ®áã¢ ¢è¨ § ª® (2.21), ®âà¨¬ãõ¬®:

M(a, b, c) = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c) = ((a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) ∨ (b ∧ c) = m(a, b, c).

�®áâ â÷áâì. �¥å © ¤«ï ¥«¥¬¥â÷¢ a, b, c ∈ L ¢¨ª®ãõâìáï à÷¢÷áâì
M(a, b, c) = m(a, b, c). �®¤÷, ®¡ç¨á«¨¢è¨ ¤¨§'îªæ÷î ®¡®å ç áâ¨ æ÷õù à÷¢-
®áâ÷ § ¥«¥¬¥â®¬ a, ®âà¨¬ãõ¬®:

a ∨ ((a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)) = a ∨ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c).

�¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨  ¡á®à¡æ÷î ¤«ï ¯à ¢®ù ç áâ¨¨ ®âà¨¬ ®ù à÷¢®áâ÷ ÷
¬®¤ã«ïà÷áâì ¤«ï «÷¢®ù ç áâ¨¨ (a 4 (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)), ®âà¨¬ãõ¬®:

(a ∨ b ∨ c) ∧ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = a ∨ (b ∧ c).

� à¥èâ÷, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨  ¡á®à¡æ÷î, ®âà¨¬ãõ¬® ®¤¥ ÷§ á¯÷¢¢÷¤®-
è¥ì ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ¤«ï âà÷©ª¨ {a, b, c}:

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = a ∨ (b ∧ c).

�â¦¥, ¢à å®¢ãîç¨ â¥®à¥¬ã 2.7, à®¡¨¬® ¢¨á®¢®ª ¯à® ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢-
÷áâì âà÷©ª¨ {a, b, c}. �¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

2.7.3. �à¨â¥à÷© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ¤«ï ¬®¤ã«ïà¨å
à¥è÷â®ª

� £ ¤ õ¬®, é® ¡ã¤ì-ïª  ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª  õ ¬®¤ã«ïà®î (¤¨¢.
¢¯à ¢ã 2.8),  «¥ ÷áãîâì ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷ ¬®¤ã«ïà÷ à¥è÷âª¨ { ®¤¨¬ ÷§
¯à¨ª« ¤÷¢ õ K2.
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�¨ï¢«ïõâìáï, é® K2 ã ¤¥ïª®¬ã á¥á÷  ©¯à®áâ÷è  ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ 
¬®¤ã«ïà  à¥è÷âª .

�¥®à¥¬  2.9 (ªà¨â¥à÷© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ¤«ï ¬®¤ã«ïà¨å à¥-
è÷â®ª). �®¤ã«ïà  à¥è÷âª  õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®-
«¨ ¢®  ¥ ¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷â®ª, ÷§®¬®àä¨å à¥è÷âæ÷ K2.

�®¢¥¤¥ï. �ç¥¢¨¤®, é® ¦®¤  ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª  ¥ ¬®¦¥ ¬÷á-
â¨â¨ ¯÷¤à¥è÷âª¨, ÷§®¬®àä®ù K2, ®áª÷«ìª¨ à¥è÷âª  K2 ¥ õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢-
®î. �â¦¥, § «¨è õâìáï ¤®¢¥áâ¨, é® ¤®¢÷«ì  ¬®¤ã«ïà  ¥¤¨áâà¨¡ã-
â¨¢  à¥è÷âª  ®¡®¢'ï§ª®¢® ¬÷áâ¨âì ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã K2.

�¥å © 〈L,∨,∧〉 { ¬®¤ã«ïà  ¥¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  à¥è÷âª , â®¡â® ¤«ï ¤¥-
ïª¨å x, y, z ∈ L ¬ õ¬® ¥à÷¢÷áâì

x ∨ (y ∧ z) 6= (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),

§¢÷¤ª¨ § ãà åã¢ ï¬ â¢¥à¤¦¥ï (2.12) ®âà¨¬ãõ¬® áâà®£¥ ¯¥à¥¤ã¢ ï

x ∨ (y ∧ z) ≺ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z). (2.26)

�¢¥¤¥¬® ¤® à®§£«ï¤ã ¥«¥¬¥â¨

ex = (y ∧ z) ∨ (x ∧ (y ∨ z));

ey = (x ∧ z) ∨ (y ∧ (x ∨ z));

ez = (x ∧ y) ∨ (z ∧ (x ∨ y)).

�®¢¥¤¥¬®, é® ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã K2, ãâ¢®àîîâì ¥«¥¬¥â¨

M(x, y, z), m(x, y, z), ex, ey, ez. (2.27)

�«¥¬¥â¨ ex, ey, ez õ á ¬®¤¢®ùáâ¨¬¨ (§¡÷£ îâìáï §÷ á¢®ù¬¨ ¤ã «ì¨¬¨).
�¯à ¢¤÷, ¤«ï ex §  § ª®®¬ ¬®¤ã«ïà®áâ÷ ®âà¨¬ãõ¬®:

(y ∧ z) 4 (y ∨ z) ⇒ (y ∧ z) ∨ (x ∧ (y ∨ z)) =

= ((y ∧ z) ∨ x) ∧ (y ∨ z) = (y ∨ z) ∧ (x ∨ (y ∧ z)).
(2.28)
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� ¬®¤¢®ùáâ÷áâì ey â  ez ®âà¨¬ãõ¬® ¯¥à¥áâ ¢«ïï¬ ¥«¥¬¥â÷¢ x,
y, z ã á¯÷¢¢÷¤®è¥÷ (2.28). �à å®¢ãîç¨, é® ¥«¥¬¥â¨ M(x, y, z) ÷
m(x, y, z) ¢§ õ¬®¤ã «ì÷, ¬®¦¥¬® ã ¯®¤ «ìè¨å ¬÷àªã¢ ïå ¢¨ª®à¨áâ®-
¢ã¢ â¨ ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷.

�«ï ¤®¢¥¤¥ï, é® ¥«¥¬¥â¨ (2.27) ãâ¢®àîîâì ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã
K2, ®¡ç¨á«¨¬® ¯®¯ à÷ ¤¨§'îªæ÷ù ÷ ª®'îªæ÷ù æ¨å ¥«¥¬¥â÷¢. �®ç¥¬®
÷§ ®¡ç¨á«¥ï ex ∨ ey:

ex ∨ ey = (y ∧ z) ∨ (x ∧ (y ∨ z)) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ (x ∨ z)) =

(®áª÷«ìª¨ y ∧ z 4 y ∧ (x ∨ z) â  x ∧ z 4 x ∧ (y ∨ z) )

= (x ∧ (y ∨ z)) ∨ (y ∧ (x ∨ z)) =

(®áª÷«ìª¨ x ∧ (y ∨ z) 4 x ∨ z )

= ((x ∧ (y ∨ z)) ∨ y) ∧ (x ∨ z) =

(®áª÷«ìª¨ y 4 y ∨ z)

= ((x ∨ y) ∧ (y ∨ z)) ∧ (x ∨ z) = M(x, y, z).

�¥à¥áâ ¢«ïîç¨ ¢ ®âà¨¬ ÷© à÷¢®áâ÷ ex ∨ ey = M(x, y, z) ¥«¥¬¥â¨ x,
y, z, ®âà¨¬ãõ¬®:

ex ∨ ey = ex ∨ ez = ey ∨ ez = M(x, y, z). (2.29)

�  ¤ã «ì÷áâî ¬ õ¬®:

ex ∧ ey = ex ∧ ez = ey ∧ ez = m(x, y, z). (2.30)

�à å®¢ãîç¨ ®âà¨¬ ÷ § à÷¢®áâ¥© (2.29) â  (2.30) ¯¥à¥¤ã¢ ï

m(x, y, z) 4 ex 4 M(x, y, z);

m(x, y, z) 4 ey 4 M(x, y, z);

m(x, y, z) 4 ez 4 M(x, y, z)

(2.31)
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÷ «¥¬ã 1.4, ïª  ¢¨§ ç õ ¤¨§'îªæ÷î ÷ ª®'îªæ÷î ¯®à÷¢ï¨å ¥«¥¬¥-
â÷¢, ¬®¦¥¬® ¢¢ ¦ â¨ ®¡ç¨á«¥¨¬¨ ¢á÷ ¯®¯ à÷ ¤¨§'îªæ÷ù ÷ ª®'îªæ÷ù
¥«¥¬¥â÷¢ (2.27). �áª÷«ìª¨ ¢á÷ ¯®¯ à÷ ¤¨§'îªæ÷ù ÷ ª®'îªæ÷ù ¥«¥¬¥-
â÷¢ (2.27)  «¥¦ âì ¬®¦¨÷ § ¥«¥¬¥â÷¢ (2.27), æï ¬®¦¨  § ¬ª¥ 
§  ®¯¥à æ÷ï¬¨ ¢¨å÷¤®ù à¥è÷âª¨,   ®â¦¥ (¤¨¢. § ã¢ ¦¥ï 2.4) ãâ¢®àîõ
¯÷¤à¥è÷âªã ¢¨å÷¤®ù à¥è÷âª¨ 〈L,∨,∧〉.

�®¢¥¤¥¬®, é® ¥«¥¬¥â¨ (2.27) õ ¯®¯ à® à÷§¨¬¨. �à¨¯ãáâ¨¢è¨, é®
ex = ey, ®âà¨¬ãõ¬®:

ex ∨ ey = ex ∨ ex = ex,

§¢÷¤ª¨, ¢à å®¢ãîç¨ à÷¢÷áâì (2.29), ®âà¨¬ãõ¬®: ex = ey = M(x, y, z). � -
«®£÷ç®, ®¡ç¨á«îîç¨ ex ∧ ey, ®âà¨¬ãõ¬® à÷¢÷áâì ex = ey = m(x, y, z).
�â¦¥, § ¯à¨¯ãé¥ï ex = ey ¢¨¯«¨¢ õ à÷¢÷áâì M(x, y, z) = m(x, y, z),
ïª , ¢à å®¢ãîç¨ â¥®à¥¬ã 2.8, áã¯¥à¥ç¨âì ¥à÷¢®áâ÷ (2.26). � ª¨¬ ç¨-
®¬, ex 6= ey, ÷, §    «®£÷ç¨¬¨ ¬÷àªã¢ ï¬¨, ex 6= ez â  ey 6= ez, â®¡â®
âà¨ ¥«¥¬¥â¨ ex, ey, ez õ ¯®¯ à® à÷§¨¬¨.

�à¨¯ãáâ¨¬®, é® ex = M(x, y, z). �®¤÷, ¢à å®¢ãîç¨ ¢¨à §¨ (2.30) ÷
(2.31), ®âà¨¬ õ¬®:

m(x, y, z) = ex ∧ ey = M(x, y, z) ∧ ey = ey;

m(x, y, z) = ex ∧ ez = M(x, y, z) ∧ ez = ez.

�â¦¥, § ¯à¨¯ãé¥ï ex = M(x, y, z) ¢¨¯«¨¢ õ ey = ez = m(x, y, z), é®
áã¯¥à¥ç¨âì ¤®¢¥¤¥÷© ¢¨é¥ ¥à÷¢®áâ÷ ey 6= ez. � ª¨¬ ç¨®¬, ¤®¢¥¤¥®
¥à÷¢÷áâì ex 6= M(x, y, z).

� «®£÷ç® ®âà¨¬ãõ¬® ¥à÷¢®áâ÷ ey 6= M(x, y, z) â  ez 6= M(x, y, z),
â®¡â® ¦®¤¥ § ¥«¥¬¥â÷¢ ex, ey, ez ¥ ¤®à÷¢îõ ¥«¥¬¥âã M(x, y, z). �ã-
 «ì¨¬¨ ¬÷àªã¢ ï¬¨ ®âà¨¬ãõ¬®, é® ¦®¤¥ § ¥«¥¬¥â÷¢ ex, ey, ez ¥
¤®à÷¢îõ m(x, y, z).
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�®§¤÷« 2. �¥è÷âª¨

�â¦¥, ¢á÷ ¥«¥¬¥â¨ (2.27) á¯à ¢¤÷ ¯®-
¯ à® à÷§÷, â®¡â® ®âà¨¬   ¯÷¤à¥è÷â-
ª  {M(x, y, z),m(x, y, z), ex, ey, ez} ¬÷áâ¨âì
â®ç® ¯'ïâì ¥«¥¬¥â÷¢ ÷, ¢à å®¢ãîç¨ á¯÷¢-
¢÷¤®è¥ï (2.29), (2.30), (2.31), ¤÷ £à ¬ 
�¥áá¥ æ÷õù ¯÷¤à¥è÷âª¨ ¬ õ ¢¨£«ï¤, §®¡à -
¦¥¨©   à¨á. 2.13.

M x y z( , , )

m x y z( , , )

ex ey ez

�¨á. 2.13
�â¦¥, ¥«¥¬¥â¨ (2.27) ãâ¢®àîîâì ¯÷¤à¥è÷âªã, ÷§®¬®àäã à¥è÷âæ÷ K2.

�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.
� ã¢ ¦¥ï 2.10. �¥®à¥¬  2.4 (ªà¨â¥à÷© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷) õ ¡¥§¯®á¥-

à¥¤÷¬  á«÷¤ª®¬ â¥®à¥¬ 2.6 ÷ 2.9.
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�®§¤÷« 3

�ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

3.1. �á®¢÷ ¯®ïââï

�§ ç¥ï 3.1. �ã«¥¢®î  «£¥¡à®î  §¨¢ îâì  «£¥¡à¨çã áâàãªâã-
àã

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
÷§ ¢¨§ ç¥¨¬¨   ¥¯®à®¦÷© ¬®¦¨÷ A § ¬ª¥¨¬¨

¡÷ à¨¬¨ ®¯¥à æ÷ï¬¨ ¿∨À â  ¿∧À, § ¬ª¥®î ã à®î ®¯¥à æ÷õî ¿ À ÷
ä÷ªá®¢ ¨¬¨ ¥«¥¬¥â ¬¨ 0, 1 ∈ A (ã«ì- à¨¬¨ ®¯¥à æ÷ï¬¨   A), ïª÷
§ ¤®¢®«ìïîâì ã¬®¢¨:

1) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a (ª®¬ãâ â¨¢÷áâì);
2) a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c), a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c) (¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì);
3) a ∨ 0 = a, a ∧ 1 = a (¥©âà «ì÷áâì);
4) a ∨ a = 1, a ∧ a = 0 (¤®¯®¢¥÷áâì).
�÷ à÷ ®¯¥à æ÷ù ¿∨À, ¿∧À  §¨¢ îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ¤¨§'îªæ÷õî â 

ª®'îªæ÷õî (¢¦¨¢ îâì â ª®¦ ÷è÷  §¢¨: ®¡'õ¤ ï © ¯¥à¥â¨, áã¬  ÷
¤®¡ãâ®ª â®é®); ã àã ®¯¥à æ÷î ¿ À  §¨¢ îâì ¤®¯®¢¥ï¬. �«¥¬¥â¨
0 â  1  §¨¢ îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ã«¥¬ ÷ ®¤¨¨æ¥î ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨. � ¢¥¤¥÷
ã¬®¢¨ (ª®¬ãâ â¨¢÷áâì, ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì, ¥©âà «ì÷áâì, ¤®¯®¢¥÷áâì)
 §¨¢ îâì  ªá÷®¬ ¬¨ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨.
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�®§¤÷« 3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

�à¨ª« ¤ 3.1. 1. � ©¯à®áâ÷è®î ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î õ áâàãªâãà 
〈{0, 1},∨,∧,¬, 0, 1〉; ¥«¥¬¥â¨ 1 â  0 ¢¢ ¦ îâìáï «®£÷ç¨¬¨, â®¡â® ¯®-
§ ç îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ÷áâ¨÷áâì ÷ å¨¡÷áâì; «®£÷ç÷ ®¯¥à æ÷ù ¿∨À, ¿∧À ©
¿¬À (¤¨§'îªæ÷ï, ª®'îªæ÷ï ÷ § ¯¥à¥ç¥ï) ¤÷îâì §  § ª® ¬¨  «£¥¡à¨
¢¨á«®¢«¥ì.

2. �¤¨¬ ÷§  ©¢ ¦«¨¢÷è¨å ¯à¨ª« ¤÷¢ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ õ áâàãªâãà 
〈S,∪,∩, c ,∅, U〉, ¤¥ S { ¤®¢÷«ì   «£¥¡à  ¬®¦¨ ÷§ ¯à¨à®¤¨¬¨ ®¯¥à æ÷-
ï¬¨ (¢÷¤¯®¢÷¤® ®¡'õ¤ ï, ¯¥à¥â¨ ÷ ¤®¯®¢¥ï), à®«ì ã«ï â  ®¤¨¨æ÷
¢÷¤÷£à îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ¯®à®¦ï ¬®¦¨  ∅ © ã÷¢¥àá «ì  ¬®¦¨  U .

�áª÷«ìª¨  ªá÷®¬¨ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ áä®à¬ã«ì®¢ ÷ ¿¤ã «ì¨¬¨ ¯ -
à ¬¨À, ¤«ï ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à á¯à ¢¤¦ãõâìáï ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷,   -
«®£÷ç¨© ¯à¨æ¨¯ã ¤ã «ì®áâ÷ ¤«ï à¥è÷â®ª: ïªé® ã ¡ã«¥¢÷©  «£¥¡à÷〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
¯à ¢¤¨¢¥ ¤¥ïª¥ â¢¥à¤¦¥ï, áä®à¬ã«ì®¢ ¥ § ¢¨ª®à¨-

áâ ï¬ ®¯¥à æ÷© ¿∨À, ¿∧À, ¿ À â  ¥«¥¬¥â÷¢ 0 ÷ 1, â® á¯à ¢¤¦ãõâìáï
¤ã «ì¥ â¢¥à¤¦¥ï, ®âà¨¬ ¥ ÷§ ¢¨å÷¤®£® § ¬÷®î ¿∨À   ¿∧À, ¿∧À  
¿∨À, 0   1 â  1   0.

ö§  ªá÷®¬ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ ¬®¦  ¢¨¢¥áâ¨ ¡ £ â® ¢ ¦«¨¢¨å § ª®÷¢.
� ¢¥¤¥¬® ¤¥ïª÷ § ¨å.

1. � ª® ã÷¢¥àá «ì¨å ¬¥¦: a ∨ 1 = 1;

a ∧ 0 = 0.

2. � ª®  ¡á®à¡æ÷ù (¯®£«¨ ï): a ∨ (a ∧ b) = a;

a ∧ (a ∨ b) = a.

3. � ª® ÷¤¥¬¯®â¥â®áâ÷: a ∨ a = a;

a ∧ a = a.

4. � ª®  á®æ÷ â¨¢®áâ÷ (á¯®«ãç¨© § ª®): a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c;

a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c.

5. � ª® õ¤¨®áâ÷ ¤®¯®¢¥ï: á¨áâ¥¬  à÷¢ïì





a ∨ x = 1,

a ∧ x = 0
¢÷¤-
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3.2. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ ÷ à¥è÷âª¨

®á® x ¬ õ õ¤¨¨© à®§¢'ï§®ª x = a (â®¡â® ïªé® a ∨ x = 1 â  a ∧ x = 0,
â® x = a).

6. � ª® ÷¢®«îâ¨¢®áâ÷ (¯®¤¢÷©®£® § ¯¥à¥ç¥ï): a = a.
7. � ª®¨ (¯à ¢¨« ) ¤¥ �®à£  : a ∨ b = a ∧ b;

a ∧ b = a ∨ b.

8. � ª®¨ áª«¥î¢ ï: (a ∨ b) ∧ (a ∨ b) = a;

(a ∧ b) ∨ (a ∧ b) = a.

9. � ª®¨ �®à¥æìª®£®1: a ∧ (a ∨ b) = a ∧ b;

a ∨ (a ∧ b) = a ∨ b.

�®¢¥¤¥¬® ®¤¨ ÷§ § ª®÷¢ ã÷¢¥àá «ì¨å ¬¥¦:

a ∨ 1 = (a ∨ 1) ∧ 1 = (a ∨ 1) ∧ (a ∨ a) = a ∨ (1 ∧ a) = a ∨ a = 1.

�®¢¥¤¥ï ¤àã£®£® § ª®ã ã÷¢¥àá «ì¨å ¬¥¦ ¬®¦  ¯®¡ã¤ã¢ â¨ § 
¯à¨æ¨¯®¬ ¤ã «ì®áâ÷.

�¯à ¢  3.1. �®¢¥áâ¨ § ª®¨ 2{9 á ¬®áâ÷©®.
�ª §÷¢ª . �®â®¦®áâ÷ §àãç® ¤®¢®¤¨â¨ ã â÷© á ¬÷© ¯®á«÷¤®¢®áâ÷, ¢

ïª÷© ¢®¨ âãâ  ¢¥¤¥÷. �à÷¬ â®£®, § ¢¤ïª¨ ¯à¨æ¨¯ã ¤ã «ì®áâ÷ ¤®á¨âì
¤®¢¥áâ¨ «¨è¥ ®¤ã â®â®¦÷áâì § ª®¦®ù ¤ã «ì®ù ¯ à¨.

3.2. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ ÷ à¥è÷âª¨

3.2.1. �ã«¥¢   «£¥¡à  ïª à¥è÷âª 
�¥®à¥¬  3.1. �¥å ©

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{ ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �®¤÷:

1)  «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà  〈A,∨,∧〉 { à¥è÷âª ;
2) à¥è÷âª  〈A,∨,∧〉 { ®¡¬¥¦¥ , ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ , ¤®¯®¢¥ .

1�®à¥æìª¨© �« â® �¥à£÷©®¢¨ç (1846{1907) { à®á÷©áìª¨©  áâà®®¬ ÷ ¬ â¥¬ â¨ª;
 ªâ¨¢® § ©¬ ¢áï ¯à®¡«¥¬ ¬¨ ¬ â¥¬ â¨ç®ù «®£÷ª¨, §®ªà¥¬  { à®§¢'ï§ ï¬ «®£÷ç¨å
à÷¢ïì.
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�®§¤÷« 3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

�®¢¥¤¥ï. �«£¥¡à¨ç  áâàãªâãà  〈A,∨,∧〉 õ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î à¥è÷â-
ª®î, ®áª÷«ìª¨ ª®¬ãâ â¨¢÷áâì ÷ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì {  ªá÷®¬¨ ¡ã«¥¢®ù  «-
£¥¡à¨,    á®æ÷ â¨¢÷áâì â   ¡á®à¡æ÷î ¬®¦  ¢¨¢¥áâ¨ ÷§  ªá÷®¬ ¡ã«¥¢®ù
 «£¥¡à¨ ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® (¤¨¢. ¢¯à ¢ã 3.1).

ö§  ªá÷®¬¨ ¥©âà «ì®áâ÷ ®âà¨¬ãõ¬®, é® ã«ì â  ®¤¨¨æï ¡ã«¥¢®ù  «-
£¥¡à¨ õ ã«¥¬ ÷ ®¤¨¨æ¥î à¥è÷âª¨:

(0 4 a) ⇔ (0 ∨ a = a); (1 < a) ⇔ (1 ∧ a = a) (a ∈ A), (3.1)

â®¡â® 0 = inf A, 1 = sup A.
ö§  ªá÷®¬¨ ¤®¯®¢¥®áâ÷ ¢¨¯«¨¢ õ, é® ª®¦¥ ¥«¥¬¥â a ∈ A ¬ õ ¢

à¥è÷âæ÷ 〈A,∨,∧〉 ¤®¯®¢¥ï a.

3.2.2. �¥è÷âª  ïª ¡ã«¥¢   «£¥¡à 
�¥å © 〈A,∨,∧〉 { à¥è÷âª , ÷ ¥å © æï à¥è÷âª  ®¡¬¥¦¥ , ¤¨áâà¨¡ã-

â¨¢  ÷ ¤®¯®¢¥ . �  ¢« áâ¨¢®áâï¬¨ ¤®¯®¢¥®áâ÷ ÷ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷
ª®¦¥ ¥«¥¬¥â a ∈ A ¬ õ õ¤¨¥ ¤®¯®¢¥ï a. �â¦¥, ¬®¦¥¬® ¢¢¥áâ¨  
¬®¦¨÷ A ã àã ®¯¥à æ÷î ¢§ïââï ¤®¯®¢¥ï: a 7→ a.

�¥®à¥¬  3.2. �¥å © 〈A,∨,∧〉 { ®¡¬¥¦¥ , ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  ÷ ¤®¯®¢-
¥  à¥è÷âª  § ã«¥¬ 0 â  ®¤¨¨æ¥î 1. �®¤÷  «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà 〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
(a { ¤®¯®¢¥ï ¤® a ∈ A) õ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î.

�®¢¥¤¥ï. �¯à ¢¥¤«¨¢÷áâì  ªá÷®¬ ª®¬ãâ â¨¢®áâ÷ ÷ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®á-
â÷ ¢¨¯«¨¢ õ ÷§ ®§ ç¥ï ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®ù à¥è÷âª¨, ¥©âà «ì÷áâì ¢¨¯«¨-
¢ õ ÷§ ®¡¬¥¦¥®áâ÷ ¢¨å÷¤®ù à¥è÷âª¨ 〈A,∨,∧〉 (¤¨¢. ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷ (3.1)).
�ªá÷®¬  ¤®¯®¢¥®áâ÷ ä ªâ¨ç® õ ¢¨§ ç¥ï¬ ¤®¯®¢¥ï a ¤® ¥«¥¬¥â 
a ∈ A.

ö§ â¥®à¥¬ 3.1 ÷ 3.2 ¢¨¯«¨¢ õ, é® ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¬®¦  ¥ª¢÷¢ «¥â-
¨¬ ç¨®¬ ¢¨§ ç¨â¨ ïª à¥è÷âªã, ïª  õ ®¡¬¥¦¥®î, ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®î ÷
¤®¯®¢¥®î.
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3.3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ â  ÷¤¥¬¯®â¥â÷ ª÷«ìæï

�à¨ª« ¤ 3.2. �¥è÷âª  〈Ln, ··· 〉 ¤«ï ¡ã¤ì-ïª®£® n ∈ N ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ 
â  ®¡¬¥¦¥  (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤¨ 2.7 ÷ 2.10), ®¤ ª ¤®¯®¢¥®î æï à¥è÷âª  õ
«¨è¥ ã ¢¨¯ ¤ªã n = p1p2 · · · pm, ¤¥ p1, p2, . . . , pm { ¯®¯ à® à÷§÷ ¯à®áâ÷
ç¨á«  (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 2.15, ¯. 4). �â¦¥, à¥è÷âª  〈Ln, ··· 〉 õ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡-
à®î â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ n õ ¤®¡ãâª®¬ ¯®¯ à® à÷§¨å ¯à®áâ¨å ç¨á¥«
(à®§ª« ¤ n   ¯à®áâ÷ ¬®¦¨ª¨ ¿¢÷«ì¨© ¢÷¤ ª¢ ¤à â÷¢À).

�®§£«ï¤ îç¨ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ïª à¥è÷âªã,   ®â¦¥ ÷ ïª ���, ¬®¦¥¬®
à®§è¨à¨â¨ ¥ª¢÷¢ «¥â÷áâì (2.1), ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ®¯¥à æ÷î ¤®¯®¢¥ï.

�¯à ¢  3.2. �®¢¥áâ¨ ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷ (a, b ∈ A):

a 4 b ⇔ a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a ⇔ a ∧ b = 0 ⇔ a ∨ b = 1;

a 4 b ⇔ b 4 a.
(3.2)

�à¨ª« ¤ 3.3. �  «£¥¡à÷ ¬®¦¨ 〈S,∪,∩, c ,∅, U〉 ¥ª¢÷¢ «¥â®áâ÷
(3.2)  ¡ã¢ îâì ¢¨£«ï¤ã ¢÷¤®¬¨å á¯÷¢¢÷¤®è¥ì:

A ⊂ B ⇔ A ∪B = B ⇔ A ∩B = A ⇔ A ∩B = 0 ⇔ A ∪B = 1;

A ⊂ B ⇔ B ⊂ A,

¤¥ A, B ∈ S.

3.3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ â  ÷¤¥¬¯®â¥â÷ ª÷«ìæï

3.3.1. �ã«¥¢   «£¥¡à  ïª ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥
�¥å ©

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{ ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �  ¬®¦¨÷ A ¢¢¥¤¥¬® ¡÷ à÷

®¯¥à æ÷ù áã¬¨ ÷ ¬®¦¥ï:

a⊕ b = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b);

a · b = a ∧ b.
(3.3)

�¥®à¥¬  3.3. 〈A,⊕, ·〉 { ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨¨æ¥î 1 ∈ A.
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�®§¤÷« 3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

�®¢¥¤¥ï. � á ¬¯¥à¥¤  £®«®á¨¬®, é® ®¤¨¨æ¥î ÷ ã«¥¬ ª÷«ìæï
〈A,⊕, ·〉 ¬ îâì ¡ãâ¨ á ¬¥ ¥«¥¬¥â¨ 1 â  0, ïª÷ õ ®¤¨¨æ¥î ÷ ã«¥¬ ¢¨å÷¤®ù
¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
. � ª®¦  £ ¤ õ¬®, é® ¢ ÷¤¥¬¯®â¥â®¬ã

ª÷«ìæ÷ ¥«¥¬¥â §¡÷£ õâìáï §÷ á¢®ù¬ ¯à®â¨«¥¦¨¬, â®¡â® a = −a ( ¡®, ¢
¥ª¢÷¢ «¥â®¬ã ¢¨£«ï¤÷, a⊕ a = 0).

�ç¥¢¨¤®, é® ¤«ï  «£¥¡à¨ç®ù áâàãªâãà¨ 〈A,⊕, ·〉 âà¥¡  ¤®¢¥áâ¨  ª-
á÷®¬¨ ª÷«ìæï, ¢« áâ¨¢÷áâì ÷¤¥¬¯®â¥â®áâ÷ ¤«ï ¬®¦¥ï â  ¥©âà «ì-
÷áâì ¥«¥¬¥â  1 ∈ A ¢÷¤®á® ¬®¦¥ï (a, b, c ∈ A):

1) (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c);
2) a⊕ b = b⊕ a;
3) a⊕ 0 = a;
4) a⊕ a = 0;
5) (a · b) · c = a · (b · c);
6) (a⊕ b) · c = a · c⊕ b · c, c · (a⊕ b) = c · a⊕ c · b;
7) a2 = a;
8) a · 1 = 1 · a = a.
�®¢¥¤¥ï â®â®¦®áâ¥© 1{8 áãââõ¢® á¯à®áâ¨âìáï, ïªé® ¢à åã¢ â¨,

é® ÷§ ª®¬ãâ â¨¢®áâ÷ ª®'îªæ÷ù ¿∧À ¢¨¯«¨¢ õ ª®¬ãâ â¨¢÷áâì ¬®¦¥-
ï ¿·À ( £ ¤ õ¬®, é® ¡ã¤ì-ïª¥ ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ ª®¬ãâ â¨¢¥, ®¤ ª
 à §÷ é¥ ¥ ¤®¢¥¤¥®, é®  «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà  〈A,⊕, ·〉 õ ª÷«ìæ¥¬).
� ¢¥¤¥÷ â®â®¦®áâ÷ ¬®¦  ¯¥à¥¢÷à¨â¨, ¯÷¤áâ ¢«ïîç¨ § ¬÷áâì ®¯¥à æ÷©
¿⊕À ÷ ¿·À ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¢¨à §¨ §  ¢¨§ ç¥ï¬ (3.3) § ¯®¤ «ìè¨¬ á¯à®é¥-
ï¬ ®âà¨¬ ¨å ¢¨à §÷¢.

�®â®¦®áâ÷ 2{5, 7 â  8 ¤®á¨âì ®ç¥¢¨¤÷, ïªé® ¢à åã¢ â¨ à÷¢®áâ÷

0 = 1; 1 = 0. (3.4)

� § ç¨¬®, é® à÷¢®áâ÷ (3.4) ¥ õ  ªá÷®¬ ¬¨ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨, ®¤ ª
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¢®¨ ¢¨¯«¨¢ îâì ÷§ § ª®ã õ¤¨®áâ÷ ¤®¯®¢¥ï:




0 ∨ 1 = 1

0 ∧ 1 = 0
⇒ 1 = 0;





1 ∨ 0 = 1

1 ∧ 0 = 0
⇒ 0 = 1.

�®¢¥¤¥¬® â®â®¦®áâ÷ 1 ( á®æ÷ â¨¢÷áâì ®¯¥à æ÷ù ¿⊕À) â  6 (¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢÷áâì ¿·À ¢÷¤®á® ¿⊕À).

�«ï «÷¢®ù ç áâ¨¨ â®â®¦®áâ÷ 1, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ § ª®¨ ¡ã«¥¢®ù  «-
£¥¡à¨, §®ªà¥¬  ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì ÷ ¯à ¢¨«® ¤¥ �®à£  , ®âà¨¬ãõ¬®:

(a⊕ b)⊕ c = ((a ∧ b) ∨ (a ∧ b))⊕ c =

=
(
((a ∧ b) ∨ (a ∧ b)) ∧ c

) ∨
(
((a ∧ b) ∨ (a ∧ b)) ∧ c

)
=

=
(
(a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c)

) ∨ (
((a ∨ b) ∧ (a ∨ b)) ∧ c

)
=

= (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨

( (a ∧ a)︸ ︷︷ ︸

=0

∨(a ∧ b) ∨ (b ∧ a) ∨ (b ∧ b)︸ ︷︷ ︸
=0

) ∧ c


 =

= (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨ (
((a ∧ b) ∨ (a ∧ b)) ∧ c

)
=

= (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) =

= (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c).

�ç¥¢¨¤®, é® ®âà¨¬ ¨© ¢¨à § á¨¬¥âà¨ç¨© ¢÷¤®á® ¢å®¤¦¥ì a, b

â  c, â®¡â® ¥ §¬÷îõâìáï ÷§ ¯¥à¥áâ ¢«¥ï¬ æ¨å «÷â¥à. �à å®¢ãîç¨ ª®-
¬ãâ â¨¢÷áâì ®¯¥à æ÷ù ¿⊕À (â®â®¦÷áâì 2 õ ®ç¥¢¨¤®î), ¬®¦¥¬® ¯®¤ â¨
¯à ¢ã ç áâ¨ã â®â®¦®áâ÷ 1 ã ¢¨£«ï¤÷ (b⊕ c)⊕a. �¨à § (b⊕ c)⊕a ¬®¦ 
®âà¨¬ â¨ ÷§ ¢¨à §ã (a⊕ b)⊕ c ¯¥à¥áâ ¢«¥ï¬ (æ¨ª«÷ç¨¬ §áã¢®¬) «÷â¥à
a, b â  c, é® § ¢¥àèãõ ¤®¢¥¤¥ï â®â®¦®áâ÷ 1.

�®¤® ¤¢®å â®â®¦®áâ¥© 6, â® § ãà åã¢ ï¬ ª®¬ãâ â¨¢®áâ÷ ®¯¥à æ÷ù
¿·À ¤®áâ âì® ¤®¢¥áâ¨ ®¤ã ÷§ ¨å,  ¯à¨ª« ¤ ¯¥àèã. �«ï «÷¢®ù ÷ ¯à ¢®ù
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ç áâ¨ ¯¥àè®ù â®â®¦®áâ÷ 6 ®âà¨¬ãõ¬®:

(a⊕ b) · c = ((a ∧ b) ∨ (a ∧ b)) ∧ c = (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c);

a · c⊕ b · c = ((a ∧ c) ∧ (b ∧ c)) ∨ ((a ∧ c) ∧ (b ∧ c)) =

= (a ∧ c ∧ (b ∨ c)) ∨ ((a ∨ c) ∧ b ∧ c) = (a ∧ c ∧ b) ∨ (a ∧ b ∧ c),

§ áâ®áã¢ ¢è¨   ®áâ ì®¬ã ªà®æ÷ § ª® �®à¥æìª®£®. �â¦¥, ¯¥àèã (  §
ãà åã¢ ï¬ ª®¬ãâ â¨¢®áâ÷ ¿·À ÷ ¤àã£ã) â®â®¦÷áâì 6 ¤®¢¥¤¥®.

�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

3.3.2. ö¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ ïª ¡ã«¥¢   «£¥¡à 
�¥å © 〈A,⊕, ·〉 { ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨¨æ¥î 1 ∈ A. �  ¬®¦¨÷ A

¢¢¥¤¥¬® ®¯¥à æ÷ù ¤¨§'îªæ÷ù ¿∨À, ª®'îªæ÷ù ¿∧À ÷ ¤®¯®¢¥ï ¿ À:

a ∨ b = a⊕ b⊕ a · b;
a ∧ b = a · b;
a = 1⊕ a.

(3.5)

�¥®à¥¬  3.4.
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{ ¡ã«¥¢   «£¥¡à , ¤¥ 0, 1 ∈ A õ ã«¥¬

â  ®¤¨¨æ¥î ª÷«ìæï 〈A,⊕, ·〉.
�®¢¥¤¥ï. �®âà÷¡® ¤®¢¥áâ¨ ç®â¨à¨ ¤ã «ì÷ ¯ à¨ â®â®¦®áâ¥© {  ª-

á÷®¬ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨:
1) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a;
2) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c);
3) a ∨ 0 = a, a ∧ 1 = a;
4) a ∨ a = 1, a ∧ a = 0.
� ¢¥¤¥÷ â®â®¦®áâ÷ ¬®¦  ¯¥à¥¢÷à¨â¨, ¯÷¤áâ ¢«ïîç¨ § ¬÷áâì ®¯¥à -

æ÷© ¿∧À, ¿∨À © ¿ À ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¢¨à §¨ §  ¢¨§ ç¥ï¬ (3.5) § ¯®¤ «ìè¨¬
á¯à®é¥ï¬ ®âà¨¬ ¨å ¢¨à §÷¢. � § ç¨¬®, é® ¯à¨æ¨¯ ¤ã «ì®áâ÷ ã
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æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã § áâ®á®¢ã¢ â¨ ¥ ¬®¦ , ®áª÷«ìª¨ â®â®¦®áâ÷ 1{4 ¡ã¤¥¬®
¤®¢®¤¨â¨ ÷§  ªá÷®¬ ÷¤¥¬¯®â¥â®£® ª÷«ìæï, ïª÷ ¥ õ ¤ã «ì¨¬¨ ¯ à ¬¨.

� £ ¤ õ¬®, é® ¢ ÷¤¥¬¯®â¥â®¬ã ª÷«ìæ÷ ®¡¨¤¢÷ ®¯¥à æ÷ù ¿⊕À â  ¿·À ª®-
¬ãâ â¨¢÷, §¢÷¤ª¨ ¢¨¯«¨¢ îâì à÷¢®áâ÷ 1 (ª®¬ãâ â¨¢÷áâì). � ª®¦ ¤ã¦¥
«¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨ â®â®¦®áâ÷ 3 (¥©âà «ì÷áâì) â  4 (¤®¯®¢¥÷áâì). �®-
¢¥¤¥¬® â®â®¦®áâ÷ 2 (¤¨áâà¨¡ãâ¨¢÷áâì):

a ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b · c) = a⊕ b · c⊕ a · b · c;
(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = (a⊕ b⊕ a · b) · (a⊕ c⊕ a · c) =

= a2 ⊕ a · c⊕ a2 · c⊕ b · a⊕ b · c⊕ b · a · c⊕ a2 · b⊕ a · b · c⊕ a2 · b · c =

= a⊕ a · c⊕ a · c⊕ a · b⊕ b · c⊕ a · b · c⊕ a · b⊕ a · b · c⊕ a · b · c =

= a⊕ b · c⊕ a · b · c;

a ∧ (b ∨ c) = a · (b⊕ c⊕ b · c) = a · b⊕ a · c⊕ a · b · c;
(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = a · b⊕ a · c⊕ a · b · a · c = a · b⊕ a · c⊕ a · b · c.

�â¦¥, â¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

3.3.3. �§ õ¬  ®¡¥à¥÷áâì ¯¥à¥å®¤÷¢ ¬÷¦ ¡ã«¥¢®î
 «£¥¡à®î â  ÷¤¥¬¯®â¥â¨¬ ª÷«ìæ¥¬

�¥å © 〈A,⊕, ·〉 { ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨¨æ¥î,
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{

¡ã«¥¢   «£¥¡à , ¯®¡ã¤®¢   § ÷¤¥¬¯®â¥â®£® ª÷«ìæï 〈A,⊕, ·〉 §  á¯÷¢¢÷¤-
®è¥ï¬¨ (3.5). �®§£«ï¥¬® ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥

〈
A, ⊕̂, ·̂〉, ¯®¡ã¤®¢ ¥

÷§ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
§  á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨ (3.3):

a ⊕̂ b = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b);

a ·̂ b = a ∧ b.
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�¥®à¥¬  3.5. �¯¥à æ÷ù ¿⊕̂À â  ¿̂·À §¡÷£ îâìáï § ®¯¥à æ÷ï¬¨ ¿⊕À â 
¿·À ¢÷¤¯®¢÷¤®, â®¡â®

a ⊕̂ b = a⊕ b; a ·̂ b = a · b, ∀ a, b ∈ A.

�®¢¥¤¥ï. �®â®¦÷áâì a ·̂ b = a · b õ âà¨¢÷ «ì®î, ®áª÷«ìª¨ ®¡¨¤¢÷
®¯¥à æ÷ù §¡÷£ îâìáï § ª®'îªæ÷õî ¿∧À. �®¢¥¤¥¬® ¯¥àèã â®â®¦÷áâì:

a ⊕̂ b = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b) = (a · (1⊕ b))⊕ ((1⊕ a) · b)⊕ a · b · a · b︸ ︷︷ ︸
=0

=

= a⊕ a · b⊕ b⊕ a · b = a⊕ b.

�  ¤àã£®¬ã ¯¥à¥å®¤÷ ¢¨ª®à¨áâ ® ®ç¥¢¨¤ã à÷¢÷áâì x · x = x∧ x = 0,
x ∈ A.

�¥å © â¥¯¥à
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{ ¡ã«¥¢   «£¥¡à , 〈A,⊕, ·〉 { ÷¤¥¬¯®â¥â-

¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨¨æ¥î, ¯®¡ã¤®¢ ¥ ÷§ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
§ 

á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨ (3.3). �®§£«ï¥¬® ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã
〈
A, ∨̂, ∧̂, ,̂ 0, 1

〉
, ¯®-

¡ã¤®¢ ã ÷§ ª÷«ìæï 〈A,⊕, ·〉 §  á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨ (3.5):

a ∨̂ b = a⊕ b⊕ a · b;
a ∧̂ b = a · b;
â = 1⊕ a.

�¥®à¥¬  3.6. �¯¥à æ÷ù ¿∨̂À, ¿∧̂À â  ¿̂ À §¡÷£ îâìáï § ®¯¥à æ÷ï¬¨
¿∨À, ¿∧À â  ¿ À ¢÷¤¯®¢÷¤®, â®¡â®

a ∨̂ b = a ∨ b; a ∧̂ b = a ∧ b; â = a, ∀ a, b ∈ A.

�®¢¥¤¥ï. �®â®¦÷áâì a ∧̂ b = a ∧ b õ âà¨¢÷ «ì®î, ®áª÷«ìª¨ ®¡¨¤¢÷
®¯¥à æ÷ù §¡÷£ îâìáï § ¬®¦¥ï¬ ¿·À. �®¢¥¤¥¬® à÷¢÷áâì ¤«ï ¤®¯®¢¥ì:

â = 1⊕ a = (1 ∧ a) ∨ (1 ∧ a) = a ∨ 0 = a.
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�÷¢÷áâì ¤«ï ¤¨§'îªæ÷© ®âà¨¬ãõ¬®  ¢â®¬ â¨ç®, ®áª÷«ìª¨ ¯à ¢¨« 
¤¥ �®à£   á¯à ¢¥¤«¨¢÷ ¤«ï ¡ã¤ì-ïª®ù ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨:

a ∨ b = a ∧ b = a ∨̂ b.

�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

� â¥®à¥¬ 3.3{3.6 ¢¨¤®, é® ¡ã¤ì-ïªã ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¬®¦  à®§£«ï¤ -
â¨ ïª ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨¨æ¥î ÷ ¡ã¤ì-ïª¥ ÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ §
®¤¨¨æ¥î ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã:

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉 ↔ 〈A,⊕, ·〉 ,

¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì ¬÷¦ ®¯¥à æ÷ï¬¨ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ â  ª÷«ìæï ¢¨§ ç õâìáï
á¯÷¢¢÷¤®è¥ï¬¨ (3.3) â  (3.5).

�áª÷«ìª¨ ¯®ïââï ¿¡ã«¥¢   «£¥¡à À â  ¿÷¤¥¬¯®â¥â¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨-
¨æ¥îÀ { ¥ª¢÷¢ «¥â÷ ¢¨§ ç¥ï ®¤÷õù  «£¥¡à¨ç®ù áâàãªâãà¨, ÷¤¥¬¯®-
â¥â¥ ª÷«ìæ¥ § ®¤¨¨æ¥î ç áâ®  §¨¢ îâì ¡ã«¥¢¨¬ ª÷«ìæ¥¬.

�à¨ª« ¤ 3.4. �¢®å¥«¥¬¥âã ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã
〈{0, 1},∨,∧, , 0, 1

〉

¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª ¡ã«¥¢¥ ª÷«ìæ¥ 〈{0, 1},⊕, ·〉 § ®¤¨¨æ¥î 1; ¥«¥¬¥â¨
0 â  1 ¯®§ ç îâì «®£÷çã ÷áâ¨÷áâì â  å¨¡÷áâì; ®¯¥à æ÷ù ¿∨À (¤¨§'îª-
æ÷ï), ¿∧À (ª®'îªæ÷ï), ¿ À (§ ¯¥à¥ç¥ï) â  ¿⊕À (áã¬  §  ¬®¤ã«¥¬ 2)
¤÷îâì §  § ª® ¬¨  «£¥¡à¨ ¢¨á«®¢«¥ì; ¯®§ ç¥ï ¿·À ¥ª¢÷¢ «¥â¥ ¯®-
§ ç¥î ¿∧À. �¯÷¢¢÷¤®è¥ï (3.3) â  (3.5) ã æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã  ¡ã¢ îâì
¢¨£«ï¤ã ¢÷¤®¬¨å â®â®¦®áâ¥©  «£¥¡à¨ ¢¨á«®¢«¥ì. � ª®¦ ®ç¥¢¨¤®, é®
¡ã«¥¢¥ ª÷«ìæ¥ 〈{0, 1},⊕, ·〉 ÷§®¬®àä¥ ª÷«ìæî ª« á÷¢ «¨èª÷¢ Z2.

�à¨ª« ¤ 3.5. �«£¥¡àã ¬®¦¨ 〈S,∪,∩, c ,∅, U〉 ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨
ïª ¡ã«¥¢¥ ª÷«ìæ¥ (ª÷«ìæ¥ ¬®¦¨) 〈S, M,∩〉 § ®¤¨¨æ¥î U . � § ç¨¬®, é®
¯®§ ç¥ï ¿∩À (¯¥à¥à÷§ ¬®¦¨) ¢¨ª®à¨áâ ® ÷ ¤«ï ª®'îªæ÷ù ã ¡ã«¥¢÷©
 «£¥¡à÷, ÷ ¤«ï ¬®¦¥ï ã ¡ã«¥¢®¬ã ª÷«ìæ÷. �¯÷¢¢÷¤®è¥ï (3.3) â  (3.5) ã
æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã  ¡ã¢ îâì ¢¨£«ï¤ã ¢÷¤®¬¨å â®â®¦®áâ¥©  «£¥¡à¨ ¬®¦¨
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(âà¨¢÷ «ì÷ ¤«ï æì®£® ¢¨¯ ¤ªã à÷¢®áâ÷ ¬÷¦ ª®'îªæ÷õî â  ¬®¦¥ï¬
¥ ¢¨¯¨áãõ¬®):

A M B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B);

A ∪B = A M B M (A ∩B);

Ac = U M A.

3.4. �ª÷ç¥÷ ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨
� æ÷© £« ¢÷ à®§£«ï¤ õ¬® áª÷ç¥÷ ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨, â®¡â® ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨〈

A,∨,∧, , 0, 1
〉

÷§ áª÷ç¥®î ¬®¦¨®î A.

3.4.1. �®ïââï ÷ ¢« áâ¨¢®áâ÷  â®¬÷¢
�§ ç¥ï 3.2. �«¥¬¥â a ∈ A  §¨¢ îâì  â®¬®¬ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨〈

A,∨,∧, , 0, 1
〉
, ïªé® a ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® á«÷¤ãõ §  ã«¥¬ 0. �®¦¨ã ¢á÷å

 â®¬÷¢ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ A ¯®§ ç â¨¬¥¬® ç¥à¥§ A1.
�à¨ª« ¤ 3.6. 1. �¥å © U { áª÷ç¥  ã÷¢¥àá «ì  ¬®¦¨ . �®¤÷

 «£¥¡à  ¬®¦¨
〈
2U ,∪,∩, c ,∅, U

〉
{ áª÷ç¥  ¡ã«¥¢   «£¥¡à ,  â®¬ ¬¨

ïª®ù õ ®¤®¥«¥¬¥â÷ ¬®¦¨¨: (2U)1 = {{a} : a ∈ U}.
2. �¥è÷âª  ¤÷«ì¨ª÷¢ 〈Ln, ··· 〉 õ áª÷ç¥®î ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î, ïªé®

n = p1p2 · · · pm, ¤¥ p1, p2, . . . , pm { ¯®¯ à® à÷§÷ ¯à®áâ÷ ç¨á«  (¤¨¢. ¯à¨ª-
« ¤ 3.2). �ç¥¢¨¤®, é® ç¨á«  pk (k = 1, 2, . . . , m) ÷ õ  â®¬ ¬¨ æ÷õù ¡ã«¥¢®ù
 «£¥¡à¨: (Ln)1 = {p1, p2, . . . , pm}.

3. � ¤¢®å¥«¥¬¥â÷© ¡ã«¥¢÷©  «£¥¡à÷
〈{0, 1},∨,∧, , 0, 1

〉
õ¤¨¨¬  â®-

¬®¬ õ ¥«¥¬¥â 1.
�ç¥¢¨¤®, é®   ¤÷ £à ¬÷ �¥áá¥  â®¬¨ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ¢¥àè¨ ¬, áã-

¬÷¦¨¬ § ã«¥¬ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨.
�à¨ª« ¤ 3.7. �÷ £à ¬¨ �¥áá¥ ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à A, B, C § ®¤¨¬, ¤¢®¬ 

â  âàì®¬   â®¬ ¬¨ ¢÷¤¯®¢÷¤® §®¡à ¦¥®   à¨á. 3.1.
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1

0

A1 = {1}

1

a b

0

B1 = {a, b}

1

e
f

b

d

a c

0

C1 = {a, b, c}

�¨á. 3.1

�¥¬  3.1. �¥å © A { áª÷ç¥  ¡ã«¥¢   «£¥¡à , c ∈ A, c 6= 0. �®¤÷
÷áãõ a ∈ A1, â ª¨©, é® a 4 c (ª®¦®¬ã ¥ã«ì®¢®¬ã ¥«¥¬¥âã áª÷-
ç¥®ù ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ ¯¥à¥¤ãõ å®ç  ¡ ®¤¨  â®¬).

�®¢¥¤¥ï. �ªé® c {  â®¬, â¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¢¨ª®ãõâìáï (c ∈ A1,
c 4 c). �â¦¥, ¥å © c { ¥  â®¬. �®¤÷, ®áª÷«ìª¨ c ¥ á«÷¤ãõ §  ã«¥¬
¡¥§¯®á¥à¥¤ì®, ¬ õ ÷áã¢ â¨ ¥«¥¬¥â c1 6= 0, c1 ≺ c. �ªé® c1 {  â®¬,
â¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¢¨ª®ãõâìáï. �ªé® c1 { ¥  â®¬, ¬ õ ÷áã¢ â¨ ¥«¥¬¥â
c2 6= 0, c2 ≺ c1 ÷, §  âà §¨â¨¢÷áâî ¢÷¤®è¥ï ¿≺À, c2 ≺ c. �§ £ «÷, ïª-
é® ck ≺ c, ck 6= 0, ck /∈ A1, ¬ õ ÷áã¢ â¨ ck+1 6= 0, ck+1 ≺ ck ≺ c. �áª÷«ìª¨
¡ã«¥¢   «£¥¡à  A áª÷ç¥ ,   ¢á÷ ¥«¥¬¥â¨ c Â c1 Â c2 · · · Â ck Â ck+1

¯®¯ à® à÷§÷, ¢ª § ¨© ¯à®æ¥á ¬ õ ®¡÷à¢ â¨áï. �â¦¥,   ¤¥ïª®¬ã n-¬ã
ªà®æ÷ ®âà¨¬ãõ¬®: c Â c1 Â c2 · · · Â cn, cn ∈ A1, é® ¤®¢®¤¨âì â¢¥à¤¦¥ï
«¥¬¨.

� ã¢ ¦¥ï 3.1. �®ïââï  â®¬  ¬®¦  ¢¢¥áâ¨ ¤«ï ¤®¢÷«ì¨å (¥
®¡®¢'ï§ª®¢® áª÷ç¥¨å) ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à ÷  ¢÷âì ¤«ï ¤®¢÷«ì¨å à¥è÷â®ª.
�¤ ª   ¥áª÷ç¥÷ ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ â¢¥à¤¦¥ï é®©® ¤®¢¥¤¥®ù «¥¬¨
¥ ¯®è¨àîõâìáï; ¡÷«ìè¥ â®£®, ¬®¦   ¢¥áâ¨ ¯à¨ª« ¤ ¥áª÷ç¥®ù ¡ã«¥-
¢®ù  «£¥¡à¨, ïª  ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£®  â®¬ . �¥â «ì÷è¥ ¯à®  â®¬ à÷áâì
¤®¢÷«ì¨å ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à ÷ à¥è÷â®ª ¤¨¢. ã à®¡®â å [5; 6].
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� á ¬ª÷¥æì ¤®¢¥¤¥¬® ¤¢  ¯à®áâ¨å â¢¥à¤¦¥ï, ïª÷ ¢¨¯«¨¢ îâì ÷§
¢¨§ ç¥ï  â®¬ .

�¥¬  3.2. �¥å © a1, a2 ∈ A1, a1 6= a2. �®¤÷ a1 ∧ a2 = 0.

�®¢¥¤¥ï. �®§£«ï¥¬® ¥«¥¬¥â c = a1 ∧ a2 = inf{a1, a2}. ö§ ¢¨§ -
ç¥ï ÷ä÷¬ã¬ã ¬ õ¬®: c 4 a1, c 4 a2. �ã¤ì-ïª®¬ã  â®¬ã a ¯¥à¥¤ãõ «¨è¥
á ¬  â®¬ a â  ¥«¥¬¥â 0. �«¥¬¥â c ¥ ¬®¦¥ ¤®à÷¢î¢ â¨ ®¤®ç á® ®¡®¬
 â®¬ ¬ a1 ÷ a2, ®áª÷«ìª¨ a1 6= a2; ®â¦¥, c = a1 ∧ a2 = 0.

�¥¬  3.3. �¥å © a1, a2, . . . , an ∈ A1, ai 6= aj ¤«ï i 6= j. �®¤÷
a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an = a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an.

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥ï ¯à®¢¥¤¥¬® ¬ â¥¬ â¨ç®î ÷¤ãªæ÷õî §  n > 2.
1. � §  ÷¤ãªæ÷ù. �¥å © n = 2. �®¤÷, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ à÷¢®áâ÷ (3.5),

®âà¨¬ãõ¬®:

a1 ∨ a2 = a1 ⊕ a2 ⊕ a1 · a2 = a1 ⊕ a2 ⊕ (a1 ∧ a2) = a1 ⊕ a2.

2. �à¨¯ãé¥ï ÷¤ãªæ÷ù. �¥å © â¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¢¨ª®ãõâìáï ¤«ï
n = n0 > 2.

3. �à®ª ÷¤ãªæ÷ù. �¥å © n = n0 + 1. �®¤÷

an0+1∧(a1∨a2∨· · ·∨an0) = (an0+1∧a1)∨(an0+1∧a2)∨· · ·∨(an0+1∧an0) = 0.

�÷¤â ª, ¢à å®¢ãîç¨ ¯à¨¯ãé¥ï ÷¤ãªæ÷ù â  á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (3.5), ®â-
à¨¬ãõ¬®:

a1∨a2∨· · ·∨an0∨an0+1 = (a1∨a2∨· · ·∨an0)⊕an0+1 = a1⊕a2⊕· · ·⊕an0⊕an0+1.

�¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

� ã¢ ¦¥ï 3.2. �ç¥¢¨¤®, é® â¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ 3.3 á¯à ¢¤¦ãõâìáï
¤«ï ¡ã¤ì-ïª¨å a1, a2, . . . , an ∈ A, â ª¨å, é® ai ∧ aj = 0 ¤«ï i 6= j.

66



3.4. �ª÷ç¥÷ ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

3.4.2. �¥ «÷§ æ÷ï áª÷ç¥®ù ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨
ã ¢¨£«ï¤÷  «£¥¡à¨ ¬®¦¨

� ¢¥¤¥¬® ¢¨§ ç¥ï ÷§®¬®àä®áâ÷ ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à.
�§ ç¥ï 3.3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
÷
〈
B, ∨̂, ∧̂, ,̂ 0̂, 1̂

〉
 -

§¨¢ îâìáï ÷§®¬®àä¨¬¨, ïªé® ÷áãõ ¡÷õªæ÷ï (÷§®¬®àä÷§¬) f : A → B, â -
ª , é® §¡¥à÷£ õ ¤¨§'îªæ÷î, ª®'îªæ÷î â  ¤®¯®¢¥ï, â®¡â® ¤«ï ¤®¢÷-
«ì¨å a, a1, a2 ∈ A

f(a1 ∨ a2) = f(a1) ∨̂ f(a2), f(a1 ∧ a2) = f(a1) ∧̂ f(a2), f(a) = f̂(a).

� ã¢ ¦¥ï 3.3. �ç¥¢¨¤®, é® ¤«ï ÷§®¬®àä®áâ÷ ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à ¤®-
áâ âì®, é®¡ ¡÷õªæ÷ï §¡¥à÷£ «  â÷«ìª¨ ¤¢÷ ®¯¥à æ÷ù { ¤®¯®¢¥ï â  ®¤ã ÷§
¤¢®å ¡÷ à¨å ®¯¥à æ÷© (¤¨§'îªæ÷î  ¡® ª®'îªæ÷î), ®áª÷«ìª¨ ¤¨§'îª-
æ÷î ¬®¦  ¢¨à §¨â¨ ç¥à¥§ ª®'îªæ÷î â  ¤®¯®¢¥ï ( ¡® ª®'îªæ÷î
ç¥à¥§ ¤¨§'îªæ÷î â  ¤®¯®¢¥ï) §  ¤®¯®¬®£®î ¯à ¢¨« ¤¥ �®à£  .

�¯à ¢  3.3. �®¢¥áâ¨, é® ÷§®¬®àä÷§¬ f §¡¥à÷£ õ ã«ì â  ®¤¨¨æî
¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨, â®¡â® f(0) = 0̂, f(1) = 1̂.

�®¢¥¤¥¬®, é® ¤®¢÷«ì  áª÷ç¥  ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A ÷§®¬®àä  ¤¥ïª÷©
 «£¥¡à÷ ¬®¦¨,   á ¬¥  «£¥¡à÷ 2A1 ãá÷å ¯÷¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨  â®¬÷¢ ¡ã-
«¥¢®ù  «£¥¡à¨ A.

�«ï ¥«¥¬¥â  c ∈ A ¢¢¥¤¥¬® ¯®§ ç¥ï Ac = {a ∈ A1 : a 4 c}, â®¡â®
Ac ¯®§ ç õ ¬®¦¨ã  â®¬÷¢, ïª÷ ¯¥à¥¤ãîâì ¥«¥¬¥âã c ∈ A. �ç¥¢¨¤®,
é® A0 = ∅. �«ï c = 1 ®âà¨¬ãõ¬® ¬®¦¨ã ¢á÷å  â®¬÷¢ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨
A, é® ã§£®¤¦ãõâìáï § ã¢¥¤¥¨¬ ¢ ®§ ç¥÷ 3.2 ¯®§ ç¥ï¬ A1 (á. 64).

�¥®à¥¬  3.7. �¥å © c ∈ A, c 6= 0. �®¤÷ c =
∨

a∈Ac

a (¤®¢÷«ì¨© ¥ã«ì®-

¢¨© ¥«¥¬¥â c §¡÷£ õâìáï § ¤¨§'îªæ÷õî  â®¬÷¢, ïª÷ ©®¬ã ¯¥à¥¤ãîâì).

�®¢¥¤¥ï. �®§ ç¨¬® c̃ =
∨

a∈Ac

a. �®âà÷¡® ¤®¢¥áâ¨ à÷¢÷áâì c̃ = c.
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ö§ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï (2.4) â  «¥¬¨ 3.3 ¢¨¯«¨¢ õ:

c̃ = sup Ac =
⊕
a∈Ac

a.

�áª÷«ìª¨ ¥«¥¬¥â c { ¢¥àåï ¬¥¦  ¤«ï Ac, ÷§ ¢¨§ ç¥ï áã¯à¥¬ã¬ã
¢¨¯«¨¢ õ: c̃ = sup Ac 4 c. �à¨¯ãáâ¨¬®, é® â¢¥à¤¦¥ï â¥®à¥¬¨ ¥ á¯à ¢-
¤¦ãõâìáï, â®¡â® c̃ ≺ c. �áª÷«ìª¨ (c̃ = c) ⇔ (c̃ ⊕ c = 0), ÷§ ¯à¨¯ãé¥ï
c̃ 6= c ®âà¨¬ãõ¬®: c̃ ⊕ c 6= 0. �¥¯¥à ÷§ «¥¬¨ 3.1 ¢¨¯«¨¢ õ ÷áã¢ ï  â®¬ 
a0, â ª®£®, é® a0 4 c̃⊕ c.

�®¢¥¤¥¬®, é® a0 ∈ Ac. �à å®¢ãîç¨ ¯¥à¥¤ã¢ ï c̃ 4 c ÷ ¢¨ª®à¨áâ®¢ã-
îç¨ ¢« áâ¨¢®áâ÷ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ ïª ÷¤¥¬¯®â¥â®£® ª÷«ìæï, ®âà¨¬ãõ¬®:

(c̃⊕ c) ∧ c = (c̃⊕ c) · c = c̃ · c⊕ c · c = (c̃ ∧ c)⊕ c = c̃⊕ c,

é® ¤®¢®¤¨âì ¯¥à¥¤ã¢ ï c̃ ⊕ c 4 c. � ª¨¬ ç¨®¬, a0 4 c̃ ⊕ c 4 c, â®¡â®
a0 ∈ Ac.

�®§£«ï¥¬® ¢¨à § a0 · (c̃⊕ c). �áª÷«ìª¨ a0 4 c̃⊕ c, ®âà¨¬ãõ¬® à÷¢÷áâì
a0 · (c̃⊕ c) = a0. �¤ ª, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¢« áâ¨¢®áâ÷ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ ïª
÷¤¥¬¯®â¥â®£® ª÷«ìæï, ®âà¨¬ãõ¬®:

a0 · (c̃⊕ c) = a0 · c̃⊕ a0 · c = (a0 ∧ c̃)⊕ (a0 ∧ c) = a0 ⊕ a0 = 0.

�â¦¥, ®âà¨¬   áã¯¥à¥ç÷áâì a0 = 0 ( â®¬ a0 ¤®à÷¢îõ ã«î) ¤®¢®-
¤¨âì å¨¡÷áâì ¯à¨¯ãé¥ï c̃ ≺ c, â®¡â® c̃ = c. �¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

� á«÷¤®ª. �ªé® Ac1 = Ac2 (c1, c2 ∈ A), â® c1 = c2.
�®¢¥¤¥ï. �  ¤®¢¥¤¥®î â¥®à¥¬®î ®âà¨¬ãõ¬®:

c1 =
∨

a∈Ac1

a =
∨

a∈Ac2

a = c2.

� ã¢ ¦¥ï 3.4. �¢ ¦ îç¨, é®
∨

a∈∅
a = 0, ¯®è¨àîõ¬® â¥®à¥¬ã 3.7  

¢¨¯ ¤®ª c = 0: ¤®¢÷«ì¨© ¥«¥¬¥â c ∈ A §¡÷£ õâìáï § ¤¨§'îªæ÷õî  â®¬÷¢,
ïª÷ ©®¬ã ¯¥à¥¤ãîâì.
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�¥®à¥¬  3.8. �¥å © c ∈ A, c =
∨

a∈B

a, ¤¥ B ⊂ A1. �®¤÷ B = Ac (¥«¥-
¬¥â ¬®¦  §®¡à §¨â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ¤¨§'îªæ÷ù  â®¬÷¢ õ¤¨® ¬®¦«¨¢¨¬
á¯®á®¡®¬).

�®¢¥¤¥ï. �«ï ¤®¢÷«ì®£®  â®¬  a0 ∈ A1 ®âà¨¬ãõ¬®:

c ∧ a0 =

( ∨
a∈B

a

)
∧ a0 =

∨
a∈B

(a ∧ a0).

�à å®¢ãîç¨ à¥§ã«ìâ â «¥¬¨ 3.2, ¤«ï ª®'îªæ÷ù  â®¬÷¢ a â  a0 ¬ õ¬®:

(a ∧ a0) =





0, ïªé® a 6= a0;

a0, ïªé® a = a0,

§¢÷¤ª¨ ®âà¨¬ãõ¬®:

c ∧ a0 =
∨
a∈B

(a ∧ a0) =





0, ïªé® a0 /∈ B;

a0, ïªé® a0 ∈ B.
(3.6)

�à®â¥, ¢à å®¢ãîç¨ ¢¨§ ç¥ï  â®¬ ,

inf{c, a0} = c ∧ a0 =





0, ïªé® a0 /∈ Ac;

a0, ïªé® a0 ∈ Ac.
(3.7)

� ª¨¬ ç¨®¬, §÷ á¯÷¢¢÷¤®è¥ì (3.6) ÷ (3.7) ¤«ï ¤®¢÷«ì®£®  â®¬  a0

¬ õ¬® ¥ª¢÷¢ «¥â÷áâì (a0 ∈ Ac) ⇔ (a0 ∈ B), é® ¤®¢®¤¨âì à÷¢÷áâì
Ac = B.

�«ï áª÷ç¥®ù ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ A § ¬®¦¨®î  â®¬÷¢ A1 ¢¢¥¤¥¬®
¢÷¤®¡à ¦¥ï f : A → 2A1 , é® ¤÷õ §  ¯à ¢¨«®¬

f(c) = Ac, c ∈ A.

�¥¬  3.4. �¢¥¤¥¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï f õ ¡÷õªæ÷õî.
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�®¢¥¤¥ï. ö'õªâ¨¢÷áâì f ¢áâ ®¢«îõâìáï  á«÷¤ª®¬ § â¥®à¥¬¨ 3.7:

(f(c1) = f(c2)) ⇔ (Ac1 = Ac2) ⇒ (c1 = c2).

�®¢¥¤¥¬® áîà'õªâ¨¢÷áâì f . �«ï ¤®¢÷«ì®ù ¬®¦¨¨ B ∈ 2A1 (B ⊂ A1)
¢¨§ ç¨¬® c =

∨
a∈B

a, §¢÷¤ª¨ §  â¥®à¥¬®î 3.8 B = Ac = f(c).

�â¦¥, ¢÷¤®¡à ¦¥ï f ®¤®ç á® ÷'õªâ¨¢¥ ÷ áîà'õªâ¨¢¥. �¥¬ã ¤®-
¢¥¤¥®.

ö§ ¤®¢¥¤¥®ù «¥¬¨ ®âà¨¬ãõ¬® ¥á¯®¤÷¢ ¨©  á«÷¤®ª: áª÷ç¥  ¡ã«¥¢ 
 «£¥¡à  A ¬÷áâ¨âì 2n ¥«¥¬¥â÷¢, ¤¥ n = card(A1) { ª÷«ìª÷áâì  â®¬÷¢ ¢ A.
� ª, ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ § ®¤¨¬, ¤¢®¬  â  âàì®¬   â®¬ ¬¨ ¬÷áâïâì ¢÷¤¯®¢÷¤®
¤¢ , ç®â¨à¨ â  ¢÷á÷¬ ¥«¥¬¥â÷¢ (à¨á. 3.1).

�¥®à¥¬  3.9. �¥å ©
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{ áª÷ç¥  ¡ã«¥¢   «£¥¡à  §

¬®¦¨®î  â®¬÷¢ A1. �®¤÷ ¢÷¤®¡à ¦¥ï f : A → 2A1, é® ¤÷õ §  ¯à ¢¨-
«®¬ f(c) = Ac (c ∈ A), õ ÷§®¬®àä÷§¬®¬ ¬÷¦

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
â  ¡ã«¥¢®î

 «£¥¡à®î
〈
2A1 ,∪,∩, c ,∅, 2A1

〉
¬®¦¨¨ ¢á÷å ¯÷¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A1.

ö§®¬®àä÷§¬ ¬÷¦ ¡ã«¥¢¨¬¨  «£¥¡à ¬¨ A â  2A1 ¬®¦  ¢áâ ®¢¨â¨ ¢÷-
¤®¡à ¦¥ï¬ f : A → 2A1, f(c) = Ac (c ∈ A).

�®¢¥¤¥ï. � ãà åã¢ ï¬ à¥§ã«ìâ âã «¥¬¨ 3.4 â  § ã¢ ¦¥ï 3.3,
¤«ï ¤®¢¥¤¥ï â¥®à¥¬¨ § «¨è¨«®áì ¯®ª § â¨, é® ¢÷¤®¡à ¦¥ï f §¡¥à÷-
£ õ ª®'îªæ÷î ÷ ¤®¯®¢¥ï, â®¡â® ¤«ï ¤®¢÷«ì¨å a, a1, a2 ∈ A ¤®¢¥áâ¨
à÷¢®áâ÷

Aa1∧a2 = Aa1 ∩ Aa2 , Aa = (Aa)
c.

�®¢¥¤¥¬® æ÷ à÷¢®áâ÷ ¬®¤¥«ì¨¬ á¯®á®¡®¬. �«ï ¤®¢÷«ì®£® x ∈ Aa1∧a2 ,
¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ à÷¢÷áâì (2.3), ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ∈ Aa1∧a2) ⇔ (x 4 a1∧a2) ⇒




x 4 a1

x 4 a2

⇔




x ∈ Aa1

x ∈ Aa2

⇔ (x ∈ Aa1 ∩Aa2),
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â®¡â® Aa1∧a2 ⊂ Aa1 ∩ Aa2 . � ä÷ªáã¢ ¢è¨ x ∈ Aa1 ∩ Aa2 , ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨
à÷¢÷áâì (2.9), ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ∈ Aa1 ∩Aa2) ⇔




x ∈ Aa1

x ∈ Aa2

⇔




x 4 a1

x 4 a2

⇒ (x 4 a1∧a2) ⇔ (x ∈ Aa1∧a2),

â®¡â® Aa1 ∩ Aa2 ⊂ Aa1∧a2 . �â¦¥, à÷¢÷áâì Aa1∧a2 = Aa1 ∩ Aa2 ¤®¢¥¤¥®.
�«ï ¤®¢¥¤¥ï à÷¢®áâ÷ Aa = (Aa)

c § ä÷ªáãõ¬® ¤®¢÷«ì¨©  â®¬ x ∈ A1

÷ à®§£«ï¥¬® ¢¨à § x ∧ (a ∨ a):

x ∧ (a ∨ a) = (x ∧ a) ∨ (x ∧ a) =





0, ïªé® x /∈ Aa â  x /∈ Aa;

x, ïªé® x ∈ Aa  ¡® x ∈ Aa,

â®¡â®, ¢à å®¢ãîç¨ ®ç¥¢¨¤ã à÷¢÷áâì x ∧ (a ∨ a) = x, ®âà¨¬ãõ¬®, é®
 â®¬ x ¯¥à¥¤ãõ ¯à¨ ©¬÷ ®¤®¬ã ¥«¥¬¥âã a  ¡® a. �à¨¯ãáâ¨¢è¨, é® x

¯¥à¥¤ãõ ®¡®¬ ¥«¥¬¥â ¬ a â  a, § ãà åã¢ ï¬  á«÷¤ª  (2.9), ®âà¨¬ãõ¬®
áã¯¥à¥ç÷áâì: x 4 a ∧ a = 0. � ª¨¬ ç¨®¬,  â®¬ x ¯¥à¥¤ãõ â®ç® ®¤®¬ã
§ ¥«¥¬¥â÷¢ a  ¡® a, â®¡â®

(x ∈ Aa) ⇔ (x /∈ Aa) ⇔ (x ∈ (Aa)
c),

é® ¤®¢®¤¨âì à÷¢÷áâì Aa = (Aa)
c. �¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

�à¨ª« ¤ 3.8. �÷ £à ¬¨ �¥áá¥ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ ÷§ âàì®å  â®¬÷¢ â  ¢÷¤-
¯®¢÷¤®ù  «£¥¡à¨ ¯÷¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨  â®¬÷¢ §®¡à ¦¥®   à¨á. 3.2.

1

v w

b

u

a c

0

{ , , }a b c

{ , }b c

{ }b

{ , }a b

{ }a

{ }c

Æ

{ , }a c

�¨á. 3.2. �ã«¥¢   «£¥¡à  §  â®¬ ¬¨ a, b, c â   «£¥¡à  2{a,b,c}

¯÷¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ ùù  â®¬÷¢
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ö§®¬®àä÷§¬ f ¤÷õ â ª¨¬ ç¨®¬: f(0) = ∅; f(a) = {a}; f(b) = {b};
f(c) = {c}; f(u) = {a, b}; f(v) = {a, c}; f(w) = {b, c}; f(1) = {a, b, c}.

�à¨ª« ¤ 3.9. �«ï ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ Ln ¤÷«ì¨ª÷¢ ä÷ªá®¢ ®£® ç¨á« 
n = p1p2 · · · pm, ¤¥ p1, p2, . . . , pm { ¯®¯ à® à÷§÷ ¯à®áâ÷ ç¨á« , ®âà¨¬ãõ¬®
¬®¦¨ã  â®¬÷¢ (Ln)1 = {p1, p2, . . . , pm}. ö§®¬®àä÷§¬ f : Ln → 2{p1,p2,...,pm}

¬ õ ¢¨£«ï¤
f(c) = {pk (k = 1, 2, . . . , m) : c ···pk},

â®¡â® ª®¦®¬ã ¥«¥¬¥âã c ∈ Ln ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¬®¦¨  â¨å  â®¬÷¢ pk

(k = 1, 2, . . . , m), ïª÷ õ ¤÷«ì¨ª ¬¨ ç¨á«  c.
� ã¢ ¦¥ï 3.5. �¥®à¥¬  3.9 ¯à® à¥ «÷§ æ÷î áª÷ç¥®ù ¡ã«¥¢®ù  «-

£¥¡à¨ ã ¢¨£«ï¤÷  «£¥¡à¨ ¬®¦¨ ¤®¯ãáª õ ã§ £ «ì¥ï   ¤®¢÷«ì÷, ¥
®¡®¢'ï§ª®¢® áª÷ç¥÷ ¡ã«¥¢÷  «£¥¡à¨: ª®¦  ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ÷§®¬®àä 
¤¥ïª÷©  «£¥¡à÷ ¬®¦¨ (¥ ®¡®¢'ï§ª®¢®  «£¥¡à÷ ¬®¦¨ ¢¨£«ï¤ã 2U , ¤¥
U { ¤¥ïª  ã÷¢¥àá «ì  ¬®¦¨ ). � £ ¤ õ¬®, é® ¥áª÷ç¥  ¡ã«¥¢   «-
£¥¡à  ¬®¦¥ ¥ ¬÷áâ¨â¨ ¦®¤®£®  â®¬ , ÷ ¢ æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ÷§®¬®àä  ù©
 «£¥¡à  ¬®¦¨ ¥ ¬®¦¥ ¬ â¨ ¢¨£«ï¤ã 2U , ¤¥ U { ¤¥ïª  ã÷¢¥àá «ì 
¬®¦¨ . �¥®à¥¬  ¯à® à¥ «÷§ æ÷î ¤®¢÷«ì®ù ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ ã ¢¨£«ï¤÷
 «£¥¡à¨ ¬®¦¨ ¢÷¤®¬  ïª â¥®à¥¬  �. �â®ã 1 [6].

3.5. �¨§'îªâ¨¢÷ ÷ ª®'îªâ¨¢÷
®à¬ «ì÷ ä®à¬¨

3.5.1. �®ïââï ¢¨à §ã  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î
�¥å ©

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
{ ¤®¢÷«ì  ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«ï ¯®§ ç¥ï

¤®¢÷«ì¨å ¥«¥¬¥â÷¢ ÷§ A ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨¬¥¬® ¬ «÷ «÷â¥à¨  £«÷©áìª®£®
1�â®ã � àè «« � à¢¥© (1903{1989) {  ¬¥à¨ª áìª¨© ¬ â¥¬ â¨ª,  ¢â®à ¨§ª¨

à®¡÷â § â®¯®«®£÷ù â  äãªæ÷® «ì®£®   «÷§ã.
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 «ä ¢÷âã § ÷¤¥ªá ¬¨  ¡® ¡¥§ (a, b, c1, x2,5 ÷ â. ¤.), ïª÷ ã æì®¬ã ª®â¥ªáâ÷
 §¨¢ â¨¬¥¬® §¬÷¨¬¨.

�®ïââï ¢¨à §ã  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
( ¡® ¯à®áâ® ¢¨-

à §ã) ÷âãùâ¨¢® §à®§ã¬÷«¥, ÷ â ª÷ ¢¨à §¨ ¢¦¥ ¥®¤®à §®¢® ¢¨ª®à¨áâ®¢ã-
¢ «¨, ¯à®â¥ ä®à¬ «÷§ æ÷ï ¯®âà¥¡ãõ ç÷âª¨å ¢¨§ ç¥ì.

�§ ç¥ï 3.4. �®¦¨ã ¢¨à §÷¢  ¤
〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
¢¨§ ç îâì

â ª¨¬¨ âàì®¬  ã¬®¢ ¬¨:
• §¬÷  © ¥«¥¬¥â¨ 0 â  1 õ ¢¨à § ¬¨;
• ïªé® A â  B { ¢¨à §¨, â® (A ∨ B), (A ∧ B), A { â ª®¦ ¢¨à §¨;
• ÷è¨å ¢¨à §÷¢ ¥¬ õ.
�à¨ª« ¤ 3.10. � ¯¨á¨ (x∨y); (x1∧(a∨y)); (1∨a) õ ¢¨à § ¬¨. � ¯¨á

x ∨ y ∧ z, §£÷¤® § ®§ ç¥ï¬ 3.4, ¥ õ ¢¨à §®¬.
� ¤ «÷ § ¯¨á x → y ¢¢ ¦ â¨¬¥¬® áª®à®ç¥ï¬ ¤«ï x ∨ y, § ¯¨á

x ↔ y { áª®à®ç¥ï¬ ¤«ï (x → y) ∧ (y → x), § ¯¨á x ⊕ y { áª®à®ç¥-
ï¬ ¤«ï x ↔ y. � § ç¨¬®, é® ¢  «£¥¡à÷ ¢¨á«®¢«¥ì (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 3.1,
¯. 1) ¯®§ ç¥ï ¿→À, ¿↔À â  ¿⊕À ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ®¯¥à æ÷ï¬ ÷¬¯«÷ª æ÷ù,
¥ª¢÷¢ «¥æ÷ù â  áã¬÷ §  ¬®¤ã«¥¬ 2.

�®¡ á¯à®áâ¨â¨ § ¯¨á, ã ¢¨à § å ®¯ãáª â¨¬¥¬® §®¢÷è÷ ¤ã¦ª¨, é®
¥ ¬÷áâïâì ¤®¤ âª®¢®ù ÷ä®à¬ æ÷ù, ¯à®â¥ ¥¬¨ãç¥ §'ï¢«ïîâìáï, ïªé® ã
¢¨à §÷ õ å®ç  ¡ ®¤  ®¯¥à æ÷ï ¿∧À  ¡® ¿∨À. � ª, § ¬÷áâì ¢¨à §ã (x ∨ y)

¯¨á â¨¬¥¬® x ∨ y.
�«ï ¯®§ ç¥ï ¢¨à §÷¢ ¡ã¤¥¬® ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨  £«÷©áìªã «÷â¥àã E

§ ÷¤¥ªá ¬¨  ¡® ¡¥§. �  ¯®âà¥¡¨ ã ¤ã¦ª å ¢ª §ã¢ â¨¬¥¬® á¯¨á®ª §¬÷¨å,
ïª÷ ¬®¦ãâì ¬÷áâ¨â¨áì ã ¯¥¢®¬ã ¢¨à §÷ (ã æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã £®¢®à¨â¨¬¥¬®
¯à® ¢¨à §  ¤ ¢÷¤¯®¢÷¤¨¬¨ §¬÷¨¬¨). � ª, E(x, y, z) ¬®¦¥ ¯®§ ç â¨
¡ã¤ì-ïª¨© ¢¨à §  ¤ âàì®¬  §¬÷¨¬¨ x, y, z (¬®¦«¨¢®, ã § ¯¨á÷ ¢¨ª®-
à¨áâ®¢ãîâìáï ¥ ¢á÷ âà¨): E(x, y, z) = (x ∨ y) ∧ z; E(x, y, z) = x ∨ y;
E(x, y, z) = z.

�®¦¨© ¢¨à § E(x1, . . . , xn)  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î A ¯à¨à®¤® ¢¨§ -
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ç õ ¤¥ïª¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï ÷§ A×n ¢ A. � ª, ã ¢¨¯ ¤ªã  «£¥¡à¨ ¬®¦¨
〈S,∪,∩, c ,∅, U〉 ¢¨à §¨ E1(A1, A2) = A1 ∪ A2, E2(A1, A2) = A1 ∩ A2,
E3(A1, A2) = A1∩Ac

2 ¢¨§ ç îâì ¢÷¤¯®¢÷¤® ®¯¥à æ÷ù ®¡'õ¤ ï, ¯¥à¥â¨-
ã â  à÷§¨æ÷.

� ã¢ ¦¥ï 3.6. �«ï ¯®§ ç¥ï ¥«¥¬¥â÷¢  «£¥¡à¨ ¬®¦¨ âà ¤¨-
æ÷©® ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâì ¢¥«¨ª÷ «÷â¥à¨  £«÷©áìª®£®  «ä ¢÷âã.

�®¤®ç á ª®¦¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï ÷§ A×n ¢ A, § ¤ ¥ ¤¥ïª¨¬ ¢¨à §®¬
 ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î A, ¬®¦  ¯®¤ â¨ à÷§¨¬¨ ¢¨à § ¬¨. � ª, ¢¨à §¨
E1(x, y) = x∨ y; E2(x, y) = y∨ (y∧x) â  E3(x, y) = x∨ (x∧ y) ¢¨§ ç îâì
®¤¥ © â¥ á ¬¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï (x, y) 7→ x ∨ y. �¨à §¨, ïª÷ ¢¨§ ç îâì
®¤ ª®¢÷ ¢÷¤®¡à ¦¥ï,  §¨¢ â¨¬¥¬® ¥ª¢÷¢ «¥â¨¬¨.

� á ¬ª÷¥æì § § ç¨¬®, é® ã ¢¨¯ ¤ªã, ª®«¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A ¬÷á-
â¨âì ¡÷«ìè¥ ¤¢®å ¥«¥¬¥â÷¢, ¥ ª®¦¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï f : A×n → A ¬®¦ 
§ ¤ â¨ ¢¨à §®¬  ¤ A (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 3.22   á. 85).

3.5.2. �¨§'îªâ¨¢÷ ®à¬ «ì÷ ä®à¬¨

�§ ç¥ï 3.5. �¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î  §¨¢ îâì ª®'îª-
â®¬, ïªé® ¢÷ ¬ õ ¢¨£«ï¤ ª®'îªæ÷ù §¬÷¨å  ¡® ùå ¤®¯®¢¥ì.

�à¨ª« ¤ 3.11. �¨à §¨ x ∧ y, (x ∧ y) ∧ z, x, y { ª®'îªâ¨. �¨à §
x ∨ y { ¥ ª®'îªâ.

�áª÷«ìª¨ ¢¨à §¨ (x ∧ y) ∧ z â  x ∧ (y ∧ z) ¢¨§ ç îâì ®¤¥ © â¥ á ¬¥
¢÷¤®¡à ¦¥ï, ¤ã¦ª¨ ã § ¯¨á÷ ª®'îªâ  ¡ã¤¥¬® ®¯ãáª â¨. � ª, § ¬÷áâì
(x ∧ y) ∧ z  ¡® x ∧ (y ∧ z) § ¯¨áã¢ â¨¬¥¬® x ∧ y ∧ z.

� ¤ «÷ ®â®â®¦î¢ â¨¬¥¬® ª®'îªâ¨, ïª÷ ¢÷¤à÷§ïîâìáï «¨è¥ ¯®-
á«÷¤®¢÷áâî § ¯¨áã  à£ã¬¥â÷¢ ª®'îªæ÷ù. � ª, ¥ ¡ã¤¥¬® à®§à÷§ïâ¨
ª®'îªâ¨ x ∧ y ∧ z, x ∧ z ∧ y â  z ∧ y ∧ x.

� § ç¨¬®, é® ª®'îªâ ÷§ ¤¢®¬   ¡® ¡÷«ìè¥ ¢å®¤¦¥ï¬¨ ¤¥ïª®ù
§¬÷®ù ¬®¦  § ¬÷¨â¨ ¥ª¢÷¢ «¥â¨¬ ª®'îªâ®¬ ¡¥§ ¯®¢â®à¨å ¢å®-
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¤¦¥ì æ÷õù §¬÷®ù. � ¤ «÷ ¢¢ ¦ â¨¬¥¬®, é® ª®¦  §¬÷  ¢å®¤¨âì ã
ª®'îªâ ¥ ¡÷«ìè¥ ®¤®£® à §ã.

�÷«ìª÷áâì §¬÷¨å ã ª®'îªâ÷  §¨¢ îâì ¤®¢¦¨®î ª®'îªâ . � 
¢¨§ ç¥ï¬, ¢¢ ¦ â¨¬¥¬® ¢¨à § 1 ª®'îªâ®¬ ¤®¢¦¨¨ 0, æ¥© ª®'îªâ
 §¨¢ îâì ¯®à®¦÷¬. �®'îªâ E(x1, . . . , xn), ïª¨© ¬÷áâ¨âì ãá÷ n §¬÷-
¨å,  §¨¢ â¨¬¥¬® ª®'îªâ®¬ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨. �ç¥¢¨¤®, é® £®¢®à¨â¨
¯à® ¯®¢ã ç¨ ¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã ª®'îªâ  ¬®¦  «¨è¥ â®¤÷, ª®«¨ ¢¨§ -
ç¥®,  ¤ ïª¨¬¨ §¬÷¨¬¨ à®§£«ï¤ õâìáï æ¥© ª®'îªâ. � ª, ª®'îªâ
x∧y ¬ õ ¯®¢ã ¤®¢¦¨ã ïª ª®'îªâ  ¤ §¬÷¨¬¨ x, y,  «¥ ¬ õ ¥¯®¢ã
¤®¢¦¨ã ïª ª®'îªâ  ¤ x, y, z.

�§ ç¥ï 3.6. �¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î  §¨¢ îâì ¤¨§'îª-
â¨¢®î ®à¬ «ì®î ä®à¬®î (���), ïªé® ¢÷ ¬ õ ¢¨£«ï¤ ¤¨§'îªæ÷ù
áª÷ç¥®ù ª÷«ìª®áâ÷ ª®'îªâ÷¢.

� ¤ «÷ ã § ¯¨á÷ ��� ®¯ãáª â¨¬¥¬® §®¢÷è÷ ¤ã¦ª¨,   â ª®¦ ®â®-
â®¦î¢ â¨¬¥¬® ���, ïª÷ ¢÷¤à÷§ïîâìáï «¨è¥ ¯®á«÷¤®¢÷áâî § ¯¨-
áã ª®'îªâ÷¢. �â¦¥, ���  ¡ã¢ õ ¢¨£«ï¤ã E1 ∨ E2 ∨ · · · ∨ Ek, ¤¥
E1, E2, . . . , Ek { ¤®¢÷«ì÷ ª®'îªâ¨. �¢ ¦ â¨¬¥¬®, é® ª®'îªâ¨ E1,
E2,. . . , Ek ¯®¯ à® à÷§÷ (��� ¥ ¬÷áâ¨âì ®¤ ª®¢¨å ª®'îªâ÷¢).

�à¨ª« ¤ 3.12. � ª÷ ¢¨à §¨ õ ���:
1) (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) (âà¨ ª®'îªâ¨ ¤®¢¦¨®î 2, 2 ÷ 3

¢÷¤¯®¢÷¤®);
2) x ∧ y (®¤¨ ª®'îªâ ¤®¢¦¨®î 2);
3) x ∨ y (¤¢  ª®'îªâ¨, ®¡¨¤¢  ¤®¢¦¨®î 1);
4) 1 (®¤¨ ¯®à®¦÷© ª®'îªâ).
�  ¢¨§ ç¥ï¬, ¢¨à § 0 â ª®¦ ¢¢ ¦ îâì ¤¨§'îªâ¨¢®î ®à¬ «ì-

®î ä®à¬®î, ïª  ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£® ª®'îªâ .
�¥®à¥¬  3.10. �ã¤ì-ïª¨© ¢¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ¬®¦  §®¡à -

§¨â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ��� (¤«ï ¡ã¤ì-ïª®£® ¢¨à §ã ÷áãõ ¥ª¢÷¢ «¥â  ���).
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�®¢¥¤¥ï. � ¢¥¤¥¬® ª®ªà¥â¨© ¬¥â®¤ §¢¥¤¥ï ¢¨à §ã ¤® ���.
1. �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¯à ¢¨«  ¤¥ �®à£   E1 ∨ E2 = E1∧E2 â  ÷¢®«î-

â¨¢÷áâì E = E § ¡¥§¯¥çãõ¬®, é®¡ ®¯¥à æ÷ù ¤®¯®¢¥ï § áâ®á®¢ã¢ «¨áï
«¨è¥ ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® ¤® §¬÷¨å.

2. �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¯®âà÷¡ã ª÷«ìª÷áâì à §÷¢ § ª® ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷
E1∧(E2∨E3) = (E1∧E2)∨(E1∧E3) § ¡¥§¯¥çãõ¬®, é®¡ ®¯¥à æ÷ï ª®'îªæ÷ù
¥ § áâ®á®¢ã¢ « áï ¤® ¢¨à §÷¢, ïª÷ ¬÷áâïâì ¤¨§'îªæ÷î.

3. � áâ®á®¢ãîç¨ § ª®¨ ÷¤¥¬¯®â¥â®áâ÷, ¥©âà «ì®áâ÷ â  ã÷¢¥à-
á «ì¨å ¬¥¦ § ¡¥§¯¥çãõ¬®, é®¡ ª®'îªâ¨ ¢ ®âà¨¬ ®¬ã ¢¨à §÷ ¥ ¬÷á-
â¨«¨ ¯®¢â®à¨å ¢å®¤¦¥ì ®¤÷õù §¬÷®ù

� ¢¥¤¥¨© ¬¥â®¤ §  áª÷ç¥ã ª÷«ìª÷áâì ªà®ª÷¢ §¢®¤¨âì ¢¨à § ¤®
���.

�à¨ª« ¤ 3.13. �¢¥¤¥¬® ¤® ��� ¢¨à § x ∧ ((x ∨ y) ∧ x ∧ z):

x∧ ((x ∨ y) ∧ x ∧ z) = x∧ ((x∧y)∨ (x∧z)) = (x∧x∧y)∨ (x∧x∧z) = x∧z;
x ∨ (y ∧ x ∧ z) = x ∨ (y ∧ (x ∨ z)) = x ∨ (y ∧ x) ∨ (y ∧ z).

�®¡à ¦¥ï ¢¨à §ã ã ¢¨£«ï¤÷ ��� ÷ª®«¨ ¥ ¡ã¢ õ õ¤¨¨¬. � ª,  -
¯à¨ª« ¤, x = x ∨ (x ∧ y) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y).

�§ ç¥ï 3.7. �¨§'îªâ¨¢ã ®à¬ «ìã ä®à¬ã  §¨¢ îâì ¤®áª®-
 «®î (����), ïªé® ¢®  ¬÷áâ¨âì «¨è¥ ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨.

�à¨ª« ¤ 3.14. � ª÷ ��� õ ¤®áª® «¨¬¨:
1) E(x, y) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y);
2) E(x, y, z) = (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z);
3) E(x) = x.
� £ ¤ õ¬®, é® ¯®¢®â  ç¨ ¥¯®¢®â  ¤®¢¦¨¨ ª®'îªâ ,   ®â¦¥ ÷

¤®áª® «÷áâì ç¨ ¥¤®áª® «÷áâì ���, § «¥¦ âì ¢÷¤ â®£®,  ¤ ïª¨¬¨ §¬÷-
¨¬¨ à®§£«ï¤ õâìáï § ¤ ¨© ¢¨à §. � ª, ��� x ¤®áª® «  ïª ¢¨à §  ¤
®¤÷õî §¬÷®î x ÷ ¥¤®áª® «  ïª ¢¨à §  ¤ §¬÷¨¬¨ x, y.
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�¨à § 0, ïª¨© §  ¢¨§ ç¥ï¬ ¢¢ ¦ îâì ¤¨§'îªâ¨¢®î ®à¬ «ì®î
ä®à¬®î ¡¥§ ¦®¤®£® ª®'îªâ , â ª®¦ õ ¤®áª® «®î ¤¨§'îªâ¨¢®î
®à¬ «ì®î ä®à¬®î, ®áª÷«ìª¨ ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£® ª®'îªâ  ¥¯®¢®ù
¤®¢¦¨¨.

�¥®à¥¬  3.11. �ã¤ì-ïª¨© ¢¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ¬®¦  §®¡à -
§¨â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ����.

�®¢¥¤¥ï. � ãà åã¢ ï¬ â¥®à¥¬¨ 3.10 ¬®¦  ¢¢ ¦ â¨, é® § ¤ ¨©
¢¨à § { ���. �¯¨è¥¬® ª®ªà¥âã ¯à®æ¥¤ãàã §¢¥¤¥ï ��� ¤® ����.
�à¨¯ãáâ¨¬®, é® ã ¢¨à § ¢å®¤¨âì ª®'îªâ E ¥¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, ïª¨© ¥
¬÷áâ¨âì §¬÷®ù x. � ª¨© ª®'îªâ E § áâ®áã¢ ï¬ § ª®ã áª«¥î¢ ï
¬®¦¥¬® § ¬÷¨â¨   ¤¨§'îªæ÷î ¤¢®å ª®'îªâ÷¢ ¡÷«ìè®ù ¤®¢¦¨¨ (÷§
¤®¤ âª®¢®î §¬÷®î x):

E = (E ∧ x) ∨ (E ∧ x).

� ª¥ ¯¥à¥â¢®à¥ï ¢¨ª®ã¢ â¨¬¥¬® ¤«ï ª®¦®£® ª®'îªâ  ¥¯®¢®ù
¤®¢¦¨¨. �¥£ª® §à®§ã¬÷â¨, é® §  áª÷ç¥ã ª÷«ìª÷áâì ªà®ª÷¢ ãá÷ ª®'îª-
â¨ ®âà¨¬ ®ù ��� ¬ â¨¬ãâì ¯®¢ã ¤®¢¦¨ã.

�à¨ª« ¤ 3.15. 1. �¢¥¤¥¬® ¤® ���� ¢¨à § E(x, y) = (x ∧ y) ∨ x.
�àã£¨© ª®'îªâ ¬ õ ¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã (¥ ¢¨áâ ç õ §¬÷®ù y). � áâ®áã-
¢ ï¬ § ª®ã áª«¥î¢ ï ®âà¨¬ãõ¬®:

E(x, y) = (x ∧ y) ∨ x = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y).

2. �¢¥¤¥¬® ¤® ���� ¢¨à § E(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ z. �¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã
¬ îâì ¯¥àè¨© ÷ ¤àã£¨© ª®'îªâ¨: ¯¥àè¨© ª®'îªâ ¥ ¬÷áâ¨âì §¬÷-
®ù z, ã ¤àã£®¬ã ª®'îªâ÷ ¥ ¢¨áâ ç õ ¤¢®å §¬÷¨å { x â  y. �¯®ç âªã
§¢¥¤¥¬® ¤® ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ ¯¥àè¨© ª®'îªâ:

(x ∧ y) = (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z).
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�¥¯¥à ¤® ª®'îªâ  z ¤®¤ ¬® ¯® ç¥à§÷ §¬÷÷ x â  y:

z = (x ∧ z) ∨ (x ∧ z) = (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z).

�¨ª«îç îç¨ ¯®¢â®à¥ï ª®'îªâ  (x∧y∧ z), ®áâ â®ç® ®âà¨¬ãõ¬®:

E(x, y, z) = (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z).

3. �¢¥¤¥¬® ¤® ���� ¢¨à § E(x, y) = 1. � õ¬® ®¤¨ ¯®à®¦÷©
ª®'îªâ, ¤® ïª®£® ¯®âà÷¡® ¤®¤ â¨ ¤¢÷ §¬÷÷:

E(x, y) = x ∨ x = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y).

3.5.3. �®'îªâ¨¢÷ ®à¬ «ì÷ ä®à¬¨
�¨§ ç¥ï ¤¨§'îªâ , ª®'îªâ¨¢®ù â  ¤®áª® «®ù ª®'îªâ¨¢®ù

®à¬ «ì¨å ä®à¬ õ ¤ã «ì¨¬¨ ¤® ¢¨§ ç¥ì ª®'îªâ , ¤¨§'îªâ¨¢®ù
â  ¤®áª® «®ù ¤¨§'îªâ¨¢®ù ®à¬ «ì¨å ä®à¬ ¢÷¤¯®¢÷¤®.

�§ ç¥ï 3.8. �¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î  §¨¢ îâì ¤¨§'îª-
â®¬, ïªé® ¢÷ ¬ õ ¢¨£«ï¤ ¤¨§'îªæ÷ù §¬÷¨å  ¡® ùå ¤®¯®¢¥ì.

�à¨ª« ¤ 3.16. �¨à §¨ x ∨ y, (x ∨ y) ∨ z, x, y { ¤¨§'îªâ¨. �¨à §
x ∧ y { ¥ ¤¨§'îªâ.

�áª÷«ìª¨ ¢¨à §¨ (x ∨ y) ∨ z â  x ∨ (y ∨ z) ¢¨§ ç îâì ®¤¥ © â¥ á ¬¥
¢÷¤®¡à ¦¥ï, ¤ã¦ª¨ ã § ¯¨á÷ ¤¨§'îªâ  ¡ã¤¥¬® ®¯ãáª â¨. � ª, § ¬÷áâì
(x ∨ y) ∨ z  ¡® x ∨ (y ∨ z) ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨¬¥¬® § ¯¨á x ∨ y ∨ z. �à÷¬ â®-
£®, ®â®â®¦î¢ â¨¬¥¬® ¤¨§'îªâ¨, ïª÷ ¢÷¤à÷§ïîâìáï «¨è¥ ¯®á«÷¤®¢÷á-
âî § ¯¨áã  à£ã¬¥â÷¢ ¤¨§'îªæ÷ù. � ª, ¥ ¡ã¤¥¬® à®§à÷§ïâ¨ ¤¨§'îªâ¨
x ∨ y ∨ z, x ∨ z ∨ y ÷ z ∨ y ∨ x. �¢ ¦ â¨¬¥¬® â ª®¦, é® ª®¦  §¬÷ 
¢å®¤¨âì ã ¤¨§'îªâ ¥ ¡÷«ìè¥ ®¤®£® à §ã.

�÷«ìª÷áâì §¬÷¨å ã ¤¨§'îªâ÷  §¨¢ îâì ¤®¢¦¨®î ¤¨§'îªâ . �¨-
à § 0 §  ¢¨§ ç¥ï¬ ¢¢ ¦ îâì ¤¨§'îªâ®¬ ¤®¢¦¨¨ 0 ÷  §¨¢ îâì ¯®-
à®¦÷¬. �¨§'îªâ E(x1, . . . , xn), ïª¨© ¬÷áâ¨âì ãá÷ n §¬÷¨å,  §¨¢ â¨-
¬¥¬® ¤¨§'îªâ®¬ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨. �ç¥¢¨¤®, é® £®¢®à¨â¨ ¯à® ¯®¢ã ç¨
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¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã ¤¨§'îªâ  ¬®¦  «¨è¥ â®¤÷, ª®«¨ ¢¨§ ç¥®,  ¤ ïª¨-
¬¨ §¬÷¨¬¨ à®§£«ï¤ õâìáï æ¥© ¢¨à §: ¤¨§'îªâ x∨y ¬ õ ¯®¢ã ¤®¢¦¨ã
 ¤ §¬÷¨¬¨ x, y,  «¥ ¬ õ ¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã  ¤ x, y, z.

�§ ç¥ï 3.9. �¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î  §¨¢ îâì ª®'îª-
â¨¢®î ®à¬ «ì®î ä®à¬®î (���), ïªé® ¢÷ ¬ õ ¢¨£«ï¤ ª®'îªæ÷ù
áª÷ç¥®ù ª÷«ìª®áâ÷ ¤¨§'îªâ÷¢.

� ¤ «÷ ã § ¯¨á÷ ��� ¡ã¤¥¬® ®¯ãáª â¨ §®¢÷è÷ ¤ã¦ª¨,   â ª®¦
®â®â®¦î¢ â¨¬¥¬® ���, ïª÷ ¢÷¤à÷§ïîâìáï «¨è¥ ¯®á«÷¤®¢÷áâî § ¯¨-
áã ¤¨§'îªâ÷¢. � ª¨¬ ç¨®¬, ���  ¡ã¢ õ ¢¨£«ï¤ã E1 ∧E2 ∧ · · · ∧Ek, ¤¥
E1, E2, . . . , Ek { ¤®¢÷«ì÷ ¤¨§'îªâ¨. �¢ ¦ â¨¬¥¬®  ¤ «÷, é® ¤¨§'îªâ¨
E1, E2,. . . , Ek ¯®¯ à® à÷§÷ (��� ¥ ¬÷áâ¨âì ®¤ ª®¢¨å ¤¨§'îªâ÷¢).

�à¨ª« ¤ 3.17. � ª÷ ¢¨à §¨ õ ���:
1) (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) (âà¨ ¤¨§'îªâ¨ ¤®¢¦¨®î 2, 2 ÷ 3

¢÷¤¯®¢÷¤®);
2) x ∨ y (®¤¨ ¤¨§'îªâ ¤®¢¦¨®î 2);
3) x ∧ y (¤¢  ¤¨§'îªâ¨, ®¡¨¤¢  ¤®¢¦¨®î 1);
4) 0 (®¤¨ ¯®à®¦÷© ¤¨§'îªâ).
�  ¢¨§ ç¥ï¬, ¢¨à § 1 â ª®¦ ¢¢ ¦ îâì ª®'îªâ¨¢®î ®à¬ «ì-

®î ä®à¬®î, é® ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£® ¤¨§'îªâ .
�¥®à¥¬  3.12. �ã¤ì-ïª¨© ¢¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ¬®¦  §®¡à -

§¨â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ��� (¤«ï ¡ã¤ì-ïª®£® ¢¨à §ã ÷áãõ ¥ª¢÷¢ «¥â  ���).

�®¢¥¤¥ï. �¥â®¤ §¢¥¤¥ï ¢¨à §ã ¤® ��� § â®ç÷áâî ¤® ¤ã «ì®áâ÷
¯®¢â®àîõ ¬¥â®¤ §¢¥¤¥ï ¢¨à §ã ¤® ��� (¤¨¢. ¤®¢¥¤¥ï â¥®à¥¬¨ 3.10).

�à¨ª« ¤ 3.18. �¡ç¨á«¨¬® ��� ¢¨à §ã x ∨ ((x ∧ y) ∨ x ∨ z):

x∨ ((x ∧ y) ∨ x ∨ z) = x∨ ((x∨y)∧ (x∨z)) = (x∨x∨y)∧ (x∨x∨z) = x∨z;
x ∧ (y ∨ x ∨ z) = x ∧ (y ∨ (x ∧ z)) = x ∧ (y ∨ x) ∧ (y ∨ z).
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�®¡à ¦¥ï ¢¨à §ã ã ¢¨£«ï¤÷ ��� ÷ª®«¨ ¥ õ õ¤¨¨¬. � ª,  ¯à¨-
ª« ¤, x = x ∧ (x ∨ y) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y).

�§ ç¥ï 3.10. �®'îªâ¨¢ã ®à¬ «ìã ä®à¬ã  §¨¢ îâì ¤®áª®-
 «®î (����), ïªé® ¢®  ¬÷áâ¨âì «¨è¥ ¤¨§'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨.

�à¨ª« ¤ 3.19. � ª÷ ��� õ ¤®áª® «¨¬¨:
1) E(x, y) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y);
2) E(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z);
3) E(x) = x.
�ç¥¢¨¤®, é® ¤®áª® «÷áâì ç¨ ¥¤®áª® «÷áâì ��� § «¥¦¨âì ¢÷¤ â®-

£®,  ¤ ïª¨¬¨ §¬÷¨¬¨ à®§£«ï¤ õâìáï ¢¨à §. � ª, ��� x ¤®áª® «  ïª
¢¨à §  ¤ ®¤÷õî §¬÷®î x ÷ ¥¤®áª® «  ïª ¢¨à §  ¤ §¬÷¨¬¨ x, y.

�¨à § 1, ïª¨© §  ¢¨§ ç¥ï¬ ¢¢ ¦ îâì ª®'îªâ¨¢®î ®à¬ «ì®î
ä®à¬®î ¡¥§ ¦®¤®£® ¤¨§'îªâ , â ª®¦ õ ¤®áª® «®î ª®'îªâ¨¢®î
®à¬ «ì®î ä®à¬®î, ®áª÷«ìª¨ ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£® ¤¨§'îªâ  ¥¯®¢®ù
¤®¢¦¨¨.

�¥®à¥¬  3.13. �ã¤ì-ïª¨© ¢¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ¬®¦  §®¡à -
§¨â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ����.

�®¢¥¤¥ï. �à®æ¥¤ãà  §¢¥¤¥ï ��� ¤® ���� ¤ã «ì  ¯à®æ¥¤ãà÷
§¢¥¤¥ï ��� ¤® ���� (¤¨¢. ¤®¢¥¤¥ï â¥®à¥¬¨ 3.11).

�à¨ª« ¤ 3.20. 1. �¢¥¤¥¬® ¤® ���� ¢¨à § E(x, y) = (x ∨ y) ∧ x.
�àã£¨© ¤¨§'îªâ ¬ õ ¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã (¥ ¢¨áâ ç õ §¬÷®ù y). � áâ®áã-
¢ ï¬ § ª®ã áª«¥î¢ ï ®âà¨¬ãõ¬®:

E(x, y) = (x ∨ y) ∧ x = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y) ∧ (x ∨ y).

2. �¢¥¤¥¬® ¤® ���� ¢¨à § E(x, y, z) = (x ∨ y) ∧ z. �¥¯®¢ã ¤®¢¦¨ã
¬ îâì ¯¥àè¨© ÷ ¤àã£¨© ¤¨§'îªâ¨: ¯¥àè¨© ¤¨§'îªâ ¥ ¬÷áâ¨âì §¬÷-
®ù z, ã ¤àã£®¬ã ¤¨§'îªâ÷ ¥ ¢¨áâ ç õ ¤¢®å §¬÷¨å { x â  y. �¯®ç âªã
§¢¥¤¥¬® ¤® ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ ¯¥àè¨© ¤¨§'îªâ:

(x ∨ y) = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z).
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�¥¯¥à ¤® ¤¨§'îªâ  z ¤®¤ ¬® ¯® ç¥à§÷ §¬÷÷ x â  y:

z = (x ∨ z) ∧ (x ∨ z) = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z).

�¨ª«îç îç¨ ¯®¢â®à¥ï ¤¨§'îªâ  (x∨ y∨ z), ®áâ â®ç® ®âà¨¬ãõ¬®:

E(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z).

3. �¢¥¤¥¬® ¤® ���� ¢¨à § E(x, y) = 0. � õ¬® ®¤¨ ¯®à®¦÷©
¤¨§'îªâ, ¤® ïª®£® ¯®âà÷¡® ¤®¤ â¨ ¤¢÷ §¬÷÷:

E(x, y) = x ∧ x = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y) ∧ (x ∨ y) ∧ (x ∨ y).

3.5.4. �®áª® «÷ ¤¨§'îªâ¨¢÷ â  ª®'îªâ¨¢÷
®à¬ «ì÷ ä®à¬¨ ÷ â ¡«¨æ÷ ÷áâ¨®áâ÷

� ¯. 3.5.1 § § ç «®áì, é® ¡ã¤ì-ïª¨© ¢¨à § E(x1, . . . , xn)  ¤ ¡ã-
«¥¢®î  «£¥¡à®î

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª ¢÷¤®¡à ¦¥ï

E : A×n → A. �®§£«ï¥¬® ¢¨¯ ¤®ª, ª®«¨  à£ã¬¥â¨ æì®£® ¢÷¤®¡à ¦¥ï
 ¡ã¢ îâì «¨è¥ § ç¥ï 0  ¡® 1, â®¡â® xk ∈ {0, 1}, k = 1, 2, . . . , n. �¥£ª®
§à®§ã¬÷â¨, é® ã æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ¢÷¤®¡à ¦¥ï E â ª®¦  ¡ã¢ õ § ç¥-
ï 0  ¡® 1, â®¡â® E(x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}. �¯à ¢¤÷, ïªé® A,B ∈ {0, 1},
â® A ∨ B ∈ {0, 1}, A ∧ B ∈ {0, 1}, A ∈ {0, 1}, ÷, §  ®§ ç¥ï¬ 3.4,
E(x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}. � ª¨¬ ç¨®¬, ¢¨à § E(x1, . . . , xn) ¬®¦  à®§-
£«ï¤ â¨ ïª ¿§¢ã¦¥¥À ¢÷¤®¡à ¦¥ï E : {0, 1}×n → {0, 1}. � ªâ¨ç®
§¢ã¦ã¢ â¨¬¥¬®  è à®§£«ï¤ ¤®  «£¥¡à¨ ¢¨á«®¢«¥ì (å®ç  ä®à¬ «ì®
E(x1, . . . , xn) { ¢¨à §  ¤ ¤®¢÷«ì®î ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
).

�¥å © E(x1, . . . , xn) { ª®'îªâ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨. ö§ 2n ¬®¦«¨¢¨å  -
¡®à÷¢ (x1, x2, . . . , xn) ∈ {0, 1}×n ª®'îªâ E(x1, . . . , xn)  ¡ã¢ õ § ç¥-
ï 1 «¨è¥   ®¤®¬ã  ¡®à÷, ª®«¨ ¢á÷  à£ã¬¥â¨ §®¢÷èì®ù ª®'îªæ÷ù
¤®à÷¢îîâì 1.
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� ª, ª®'îªâ E(x, y) = x ∧ y  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1  
 ¡®à÷ (1, 0), â®¡â® ã ¢¨¯ ¤ªã x = 1, y = 0. �    «®£÷õî
¤®  «£¥¡à¨ ¢¨á«®¢«¥ì ¡ã¤¥¬® £®¢®à¨â¨ ¯à® â ¡«¨æî ÷á-
â¨®áâ÷ ¤«ï E(x, y) = x ∧ y (â ¡«. 3.1).

�®¦®¬ã ª®'îªâã E(x1, . . . , xn) ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨
¯®áâ ¢¨¬® ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì  ¡÷à (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}×n,

� ¡«¨æï 3.1
x y x ∧ y

0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

â ª¨©, é® E(a1, a2, . . . , an) = 1. � ¢¯ ª¨, ¤«ï ¤®¢÷«ì®£®  ¡®àã
(a1, a2, . . . , an) ∈ {0, 1}×n ÷áãõ ®¤¨ ÷ â÷«ìª¨ ®¤¨ ª®'îªâ E(x1, . . . , xn)

¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, ïª¨© á ¬¥   æì®¬ã  ¡®à÷  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1. �â-
¦¥, ®âà¨¬ãõ¬® ¢§ õ¬® ®¤®§ çã ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì ¬÷¦ ¬®¦¨®î  ¡®à÷¢
{0, 1}×n ÷ ¬®¦¨®î ª®'îªâ÷¢ E(x1, . . . , xn) ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨: ª®¦®¬ã
ª®'îªâã ¢÷¤¯®¢÷¤ õ  ¡÷à ÷§ ¥«¥¬¥â÷¢ 0 â  1,   ïª®¬ã æ¥© ª®'îªâ
 ¡ã¢ õ § ç¥ï 1. � ª, ª®'îªâã E(x, y, z) = x∧y∧ z ¢÷¤¯®¢÷¤ õ  ¡÷à
(1, 0, 1), ª®'îªâã E(x1, x2, x3, x4) = x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ x4 ¢÷¤¯®¢÷¤ õ  ¡÷à
(0, 0, 1, 0).

� ã¢ ¦¥ï 3.7. �®'îªâ E(x1, . . . , xn) ¤®¢¦¨¨ n− 1  ¡ã¢ õ § -
ç¥ï 1   ¤¢®å  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n, ®áª÷«ìª¨ §¬÷ , é® ¥ ¬÷áâ¨âìáï
¢ E(x1, . . . , xn), ¬®¦¥  ¡ã¢ â¨ ¤®¢÷«ì®£® § ç¥ï 0  ¡® 1,   § ç¥ï
÷è¨å §¬÷¨å ä÷ªá®¢ ÷. �§ £ «÷, ª®'îªâ E(x1, . . . , xn) ¤®¢¦¨¨ n−k

(0 > k > n − 1)  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1   2k  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n, ®áª÷«ìª¨
÷áãõ 2k  ¡®à÷¢ § ç¥ì ¤«ï k §¬÷¨å, é® ¥ ¢å®¤ïâì ã E(x1, . . . , xn).
� ª, ª®'îªâ E(x, y, z) = x ¤®¢¦¨¨ 1 = 3 − 2  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1  
22 = 4  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n: (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1).

� § ç¨¬®, é® âà¨¢÷ «ì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã k = 0 ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¯®à®¦÷©
ª®'îªâ E(x1, . . . , xn) = 1 ¤®¢¦¨®î 0 = n−n, ïª¨©  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1

  ¢á÷å 2n  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n.
�¥å © â¥¯¥à E(x1, . . . , xn) { ¤¥ïª  ����, é® õ ¤¨§'îªæ÷õî m

ª®'îªâ÷¢ Ei(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , m. �ç¥¢¨¤®, é® E(x1, . . . , xn)

 ¡ã¢ õ § ç¥ï 1   â¨å ÷ â÷«ìª¨ â¨å  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n, ª®«¨  ¡ã¢ õ

82



3.5. �¨§'îªâ¨¢÷ ÷ ª®'îªâ¨¢÷ ®à¬ «ì÷ ä®à¬¨

§ ç¥ï 1 ®¤¨ ÷§ ª®'îªâ÷¢ Ei(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , m. �áª÷«ìª¨
¢á÷ ª®'îªâ¨ ã áª« ¤÷ ���� ¯®¯ à® à÷§÷ ÷ ¬ îâì ¯®¢ã ¤®¢¦¨ã,  
®â¦¥  ¡ã¢ îâì § ç¥ï 1   à÷§¨å m  ¡®à å, ®âà¨¬ãõ¬® m  ¡®-
à÷¢ ÷§ {0, 1}×n,   ïª¨å E(x1, . . . , xn)  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1. � ª, ����
E(x, y, z) = (x∧ y ∧ z)∨ (x∧ y ∧ z)  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1    ¡®à å (1, 0, 1)

â  (0, 0, 0). �â¦¥, ���� ¤«ï ¢¨à §ã E(x1, . . . , xn) ®¤®§ ç® ¢¨§ ç õ-
âìáï ©®£® ¿®¤¨¨ç¨¬¨À  ¡®à ¬¨, â®¡â® ¬®¦¨®î  ¡®à÷¢ ÷§ {0, 1}×n,
  ïª¨å æ¥© ¢¨à §  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1.

� ¢¥¤¥¬® ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¤ã «ì÷ ¬÷àªã¢ ï áâ®á®¢® ����. �®¦®¬ã
¤¨§'îªâã ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ ¢§ õ¬® ®¤®§ ç® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ  ¡÷à ÷§ ¥«¥-
¬¥â÷¢ 0 â  1,   ïª®¬ã æ¥© ¤¨§'îªâ  ¡ã¢ õ § ç¥ï 0. � ª, ¤¨§'îª-
âã E(x, y, z) = x ∨ y ∨ z ¢÷¤¯®¢÷¤ õ  ¡÷à (0, 1, 0). �®¢÷«ì  ����
E(x1, . . . , xn), é® õ ª®'îªæ÷õî m ¤¨§'îªâ÷¢,  ¡ã¢ õ § ç¥ï 0  
â¨å ÷ â÷«ìª¨ â¨å m  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n, ª®«¨  ¡ã¢ õ § ç¥ï 0 ®¤¨ ÷§ ùù
¤¨§'îªâ÷¢. � ª, ���� E(x, y, z) = (x∨y∨z)∧(x∨y∨z)  ¡ã¢ õ § ç¥-
ï 0    ¡®à å (0, 1, 0) â  (1, 1, 1). �â¦¥, ���� ¤«ï ¢¨à §ã E(x1, . . . , xn)

®¤®§ ç® ¢¨§ ç õâìáï ©®£® ¿ã«ì®¢¨¬¨À  ¡®à ¬¨, â®¡â® ¬®¦¨®î
 ¡®à÷¢ ÷§ {0, 1}×n,   ïª¨å æ¥© ¢¨à §  ¡ã¢ õ § ç¥ï 0.

� ª¨¬ ç¨®¬, ¤®¢¥¤¥® â ª¥ â¢¥à¤¦¥ï:
�¥®à¥¬  3.14. �®¦¥ ¢¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ¬®¦  §®¡à §¨-

â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ���� â  ���� õ¤¨® ¬®¦«¨¢¨¬ á¯®á®¡®¬, § â®ç÷á-
âî ¤® ¯¥à¥áâ ¢«¥ï ª®'îªâ÷¢ ���� (¤¨§'îªâ÷¢ ����) â   à£ã-
¬¥â÷¢ ãá¥à¥¤¨÷ ª®'îªâ÷¢ ã áª« ¤÷ ���� ( à£ã¬¥â÷¢ ¤¨§'îªâ÷¢ ã
áª« ¤÷ ����).

�â¦¥, ¤«ï ¯®¡ã¤®¢¨ ���� ÷ ���� ¤®áâ âì® § â¨ § ç¥ï ¢¨à -
§ã E(x1, . . . , xn)    ¡®à å ÷§ {0, 1}×n, â®¡â® ©®£® â ¡«¨æî ÷áâ¨®áâ÷.
�¢÷¤á¨ ®âà¨¬ãõ¬® â ª¨© ¢ ¦«¨¢¨© ä ªâ.

� á«÷¤®ª. �÷¤®¡à ¦¥ï E : A×n → A, é® § ¤ õâìáï ¢¨à §®¬
E(x1, . . . , xn)  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
, ®¤®§ ç® ¢¨§ -
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ç õâìáï § ç¥ï¬¨ E(x1, . . . , xn)   {0, 1}×n.
ö ªè¥ ª ¦ãç¨, ïªé® ¢÷¤®¡à ¦¥ï E1 : A×n → A â  E2 : A×n → A,

§ ¤ ÷ ¢÷¤¯®¢÷¤® ¢¨à § ¬¨ E1(x1, . . . , xn) â  E2(x1, . . . , xn)  ¤ ¡ã«¥¢®î
 «£¥¡à®î

〈
A,∨,∧, , 0, 1

〉
, §¡÷£ îâìáï   {0, 1}×n, â® ¢®¨ §¡÷£ îâìáï  

¢á÷© ®¡« áâ÷ ¢¨§ ç¥®áâ÷ A×n.
� ¡«¨æî ÷áâ¨®áâ÷ ¤«ï ¢¨à §ã E : A×n → A ç áâ® § ¤ îâì ã ¢¨-

£«ï¤÷ ¢¥ªâ®à  § ç¥ì {  ¡®àã ÷§ {0, 1}×2n , ïª¨© ï¢«ïõ á®¡®î ¯à ¢¨©
áâ®¢¯¥æì â ¡«¨æ÷ ÷áâ¨®áâ÷. � æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ¢¢ ¦ îâì, é® àï¤ª¨ â ¡-
«¨æ÷ ÷áâ¨®áâ÷ ¢¯®àï¤ª®¢ ÷ §  §à®áâ ï¬  ¡®à÷¢ ÷§ {0, 1}×n ïª ç¨á¥« ã
¤¢÷©ª®¢÷© á¨áâ¥¬÷: (0, . . . , 0, 0), (0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 1, 0), (0, . . . , 1, 1), . . . ,
(1, . . . , 1, 0), (1, . . . , 1, 1).

�à¨ª« ¤ 3.21. �¥å © â ¡«¨æï ÷áâ¨®áâ÷ ¢¨à §ã E(x, y, z) § ¤  
¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (11100101).

�¨¯¨è¥¬® æî â ¡«¨æî ÷áâ¨-
®áâ÷ ¢ ï¢®¬ã ¢¨£«ï¤÷, ¢ª § ¢è¨
¤«ï ª®¦®£® ¿®¤¨¨ç®£®À  ¡®-
àã E(x, y, z) (ª®«¨ ¢¨à §  ¡ã¢ õ
§ ç¥ï 1) ¢÷¤¯®¢÷¤¨© ª®'îªâ,
  ¤«ï ª®¦®£® ¿ã«ì®¢®£®À  -
¡®àã (ª®«¨ ¢¨à §  ¡ã¢ õ § -
ç¥ï 0) { ¢÷¤¯®¢÷¤¨© ¤¨§'îªâ
(â ¡«. 3.2).

� ¡«¨æï 3.2
x y z E(x, y, z) ¤¨§'îªâ/ª®'îªâ
0 0 0 1 x ∧ y ∧ z

0 0 1 1 x ∧ y ∧ z

0 1 0 1 x ∧ y ∧ z

0 1 1 0 x ∨ y ∨ z

1 0 0 0 x ∨ y ∨ z

1 0 1 1 x ∧ y ∧ z

1 1 0 0 x ∨ y ∨ z

1 1 1 1 x ∧ y ∧ z

�¥¯¥à ¬®¦  ¢¨¯¨á â¨ ���� ïª ¤¨§'îªæ÷î ¢ª § ¨å ª®'îªâ÷¢ â 
���� ïª ª®'îªæ÷î ¢ª § ¨å ¤¨§'îªâ÷¢:

����: (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z);

����: (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z).

� £®«®á¨¬®, é® ã ¢¨£«ï¤÷ ���� ÷ ���� ¬®¦  §®¡à §¨â¨ «¨è¥
â ª÷ ¢÷¤®¡à ¦¥ï f : A → A, ïª÷ § ¤ ÷ ¤¥ïª¨¬ ¢¨à §®¬  ¤ ¡ã«¥¢®î
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 «£¥¡à®î A. �¤ ª ã ¢¨¯ ¤ªã, ïªé® A ¬÷áâ¨âì ¡÷«ìè¥ ¤¢®å ¥«¥¬¥â÷¢
(â®¡â® ¬÷áâ¨âì å®ç  ¡ ®¤¨ ¥«¥¬¥â ®ªà÷¬ 0 â  1), ¥ ª®¦¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï
  A ¬®¦  § ¤ â¨ ¢¨à §®¬  ¤ A.

�à¨ª« ¤ 3.22. �®§£«ï¥¬® ¢¨¯ ¤®ª ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ § ç®â¨à¬  ¥«¥-
¬¥â ¬¨ (à¨á. 3.3).

1

a b

0

�¨á. 3.3

�ç¥¢¨¤®, ÷áãîâì «¨è¥ ç®â¨à¨ ���� § ®¤-
÷õî §¬÷®î x: 0, x, x, x ∨ x = 1, ÷ ¦®¤¥
÷§ æ¨å ¢¨à §÷¢ ¥ § ¤ õ â ª®£® ¢÷¤®¡à ¦¥ï
f : A → A, é®¡ f(0) = 0, f(1) = 1, f(a) = b,
f(b) = a. � ª, a = b â  b = a, ®¤ ª 0 = 1 â 
1 = 0.

3.6. �÷÷¬÷§ æ÷ï ¤¨§'îªâ¨¢¨å
®à¬ «ì¨å ä®à¬

3.6.1. �á®¢÷ ¯®ïââï
�áâ ®¢«¥® (¤¨¢.  á«÷¤®ª ¤® â¥®à¥¬¨ 3.14), é® ¢÷¤®¡à ¦¥ï   ¡ã-

«¥¢÷©  «£¥¡à÷ A, § ¤ ¥ ¢¨à §®¬  ¤ A, ®¤®§ ç® ä÷ªáãõâìáï § ç¥ï-
¬¨ æì®£® ¢¨à §ã    ¡®à å § ¥«¥¬¥â÷¢ 0 â  1. � ª¨¬ ç¨®¬, ¤«ï   «÷§ã
��� ïª á¯®á®¡ã § ¤ ï ¢÷¤®¡à ¦¥ì ¤®áâ âì® ®¡¬¥¦¨â¨áì ¢¨¯ ¤ª®¬
¤¢®å¥«¥¬¥â®ù ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ A = {0, 1}. �â¦¥, âãâ ¢¢ ¦ â¨¬¥¬® ¡ã-
«¥¢ã  «£¥¡àã A ¤¢®å¥«¥¬¥â®î.

�ª ã¦¥ § § ç «®áì, §®¡à ¦¥ï ¢¨à §ã  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ã ¢¨-
£«ï¤÷ ��� ÷ª®«¨ ¥ õ õ¤¨¨¬, â®¡â® ¤«ï ª®¦®£® ¢¨à §ã § ¢¦¤¨ ¬®¦ 
 ¢¥áâ¨ ¤¥ª÷«ìª  ¥ª¢÷¢ «¥â¨å ���. �«ï ¯à ªâ¨ç®£® ¢¨ª®à¨áâ ï
 ©ç áâ÷è¥ ¡÷«ìè ¯à¨¤ â  â ª  ���, ïª  õ ã ¯¥¢®¬ã á¥á÷ ¿¯à®áâ÷-
è®îÀ: ��� x ∨ y ¬®¦  ¢¢ ¦ â¨ ¿¯à®áâ÷è®îÀ ¯®à÷¢ï® § x ∨ (x ∧ y).
� ¬® â®ç÷ ¢¨§ ç¥ï.
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�§ ç¥ï 3.11. �®'îªâ E1(x1, . . . , xn)  §¨¢ îâì ÷¬¯«÷ª â®î
äãªæ÷ù, ïª  § ¤   ¢¨à §®¬ E(x1, . . . , xn), ïªé® E(x1, . . . , xn)  ¡ã¢ õ
§ ç¥ï 1   ¢á÷å  ¡®à å ÷§ {0, 1}×n, ª®«¨  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1 ¢¨à §
E1(x1, . . . , xn).

� ã¢ ¦¥ï 3.8. �®'îªâ E1 õ ÷¬¯«÷ª â®î ¢¨à §ã E â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨
â®¤÷, ª®«¨ ÷¬¯«÷ª æ÷ï E1 → E  ¡ã¢ õ § ç¥ï 1   ¢á÷å  ¡®à å ÷§
¥«¥¬¥â÷¢ 0 â  1.

�ªé® ¢¨à § E õ ���, â®, ®ç¥¢¨¤®, ª®¦¥ ª®'îªâ ã áª« ¤÷ E õ
÷¬¯«÷ª â®î æì®£® ¢¨à §ã. � ª, ¤«ï ¢¨à §ã x∨ (x∧ y) ª®'îªâ¨ x ÷ x∧ y

õ ÷¬¯«÷ª â ¬¨.
�¥ ®¤¨ ¯à®áâ¨© ä ªâ áä®à¬ã«îõ¬® ã ¢¨£«ï¤÷ ¢¯à ¢¨.
�¯à ¢  3.4. �«ï ¡ã¤ì-ïª®ù ÷¬¯«÷ª â¨ E1 ¢¨à §ã E ¬®¦  ¢ª § â¨

â ªã ��� ¢¨à §ã E, ïª  ¬÷áâ¨âì ª®'îªâ E1.
�ª §÷¢ª . �®'îªâ E1 õ ÷¬¯«÷ª â®î â ª®¦ ÷ ¤«ï ¢¨à §ã E ∨ E1.
� ã¢ ¦¥ï 3.9. � ãà åã¢ ï¬ à¥§ã«ìâ âã ¢¯à ¢¨ 3.4 ®âà¨¬ãõ¬®:

ª®'îªâ E1 õ ÷¬¯«÷ª â®î ¢¨à §ã E â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ E1 ¢å®¤¨âì
¤® áª« ¤ã ¤¥ïª®ù ��� ¢¨à §ã E.

�§ ç¥ï 3.12. ö¬¯«÷ª âã E1 ¢¨à §ã E  §¨¢ îâì ¯à®áâ®î, ïªé®
¢¨¤ «¥ï ¡ã¤ì-ïª®ù §¬÷®ù § ª®'îªâ  E1 ¯à¨¢®¤¨âì ¤® ª®'îªâ ,
ïª¨© ¥ õ ÷¬¯«÷ª â®î ¢¨à §ã E.

�à¨à®¤® ¢¢ ¦ â¨, é® ¢¨¤ «¥ï §¬÷®ù ÷§ ª®'îªâ  ®¤¨¨ç®ù ¤®¢-
¦¨¨ ¯à¨¢®¤¨âì ¤® ¯®à®¦ì®£® ª®'îªâ , â®¡â® ¤® ¢¨à §ã 1. �â¦¥, ÷¬-
¯«÷ª â  ®¤¨¨ç®ù ¤®¢¦¨¨ (â®¡â® §¬÷   ¡® ¤®¯®¢¥ï ¤® §¬÷®ù) õ
¯à®áâ®î § ¢¦¤¨, ®ªà÷¬ ¢¨¯ ¤ªã, ª®«¨ à®§£«ï¤ îâìáï ÷¬¯«÷ª â¨ ¢¨à §ã,
¥ª¢÷¢ «¥â®£® 1.

�à¨ª« ¤ 3.23. �¨à § E(x, y) = x ∨ (x ∧ y) ¤®¯ãáª õ ÷¬¯«÷ª â¨ x,
y ÷ x ∧ y. �ç¥¢¨¤®, ÷¬¯«÷ª â¨ x, y ¯à®áâ÷, ÷¬¯«÷ª â  x ∧ y ¥¯à®áâ  {
¬®¦  ¢¨¤ «¨â¨ §¬÷ã x, ®âà¨¬ ¢è¨ ÷¬¯«÷ª âã y.
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�§ ç¥ï 3.13. �¨§'îªâ¨¢ã ®à¬ «ìã ä®à¬ã E  §¨¢ îâì âã-
¯¨ª®¢®î, ïªé® ¢¨ª®ãîâìáï ¤¢÷ ã¬®¢¨:

1) ª®¦  ÷¬¯«÷ª â  ã áª« ¤÷ E ¯à®áâ ;
2) ¦®¤ã ÷¬¯«÷ª âã ã áª« ¤÷ E ¥ ¬®¦  ¢¨ªà¥á«¨â¨, §¡¥à÷£è¨ ¥ª¢÷-

¢ «¥â÷áâì ¢¨à §ã E.
�à¨ª« ¤ 3.24. 1. �¨à §¨ 0, 1, x, x, x∨y, (x∧y)∨ (x∧y), x∨ (y∧z) {

âã¯¨ª®¢÷ ���.
2. �¨§'îªâ¨¢  ®à¬ «ì  ä®à¬  x ∨ (x ∧ y) ¥ âã¯¨ª®¢ , ®áª÷«ìª¨

¤àã£  ÷¬¯«÷ª â  ¥ ¯à®áâ : x ∨ (x ∧ y) = x ∨ y.
3. �¨§'îªâ¨¢  ®à¬ «ì  ä®à¬  (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z) ¬÷á-

â¨âì «¨è¥ ¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨, ®¤ ª ÷¬¯«÷ª âã y ∧ z ¬®¦  ¢¨ªà¥á«¨â¨:
(x∧y)∨(x∧z)∨(y∧z) = (x∧y)∨(x∧z). �â¦¥, ¢¨å÷¤  ��� ¥ âã¯¨ª®¢ .

�¥£ª® §à®§ã¬÷â¨, é® ª®¦¥ ¢¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î ¤®¯ãáª õ
¯à¨ ©¬÷ ®¤ã âã¯¨ª®¢ã ä®à¬ã, ®¤ ª ¢¨à §¨ § âàì®¬  â  ¡÷«ìè¥ §¬÷-
¨¬¨ ¬®¦ãâì ¬ â¨ ¡÷«ìè¥ ®¤÷õù âã¯¨ª®¢®ù ��� (¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¯à¨ª« ¤¨
¡ã¤ãâì  ¢¥¤¥÷ ã ¯. 3.6.2). �¨¡÷à ª®ªà¥â®ù âã¯¨ª®¢®ù ��� ¢¨§ ç õ-
âìáï ªà¨â¥à÷õ¬ ¬÷÷¬ «ì®áâ÷ , ïª¨© ®¡¨à îâì § ®£«ï¤ã   ª®ªà¥âã
¯à ªâ¨çã § ¤ çã. �÷÷¬÷§ æ÷ï ��� ¯¥à¥¤¡ ç õ ¯®èãª âã¯¨ª®¢¨å ���,
÷, ïªé® ùå ¤¥ª÷«ìª  { ¢¨¡÷à ®¯â¨¬ «ì®ù §  ®¡à ¨¬ ªà¨â¥à÷õ¬. öáãîâì
à÷§®¬ ÷â÷ ªà¨â¥à÷ù ¬÷÷¬ «ì®áâ÷ [7],  ¢¥¤¥¬® ¤¢   ©¯®è¨à¥÷è¨å:

• § £ «ì  ¤®¢¦¨  ��� (â®¡â® áã¬  ¤®¢¦¨ ª®'îªâ÷¢);
• ª÷«ìª÷áâì ª®'îªâ÷¢ ã áª« ¤÷ ���.
�¥â®¤¨ ¯®èãªã âã¯¨ª®¢¨å ��� ¯®¤÷«ïîâì    «£¥¡à¨ç÷, § ¢¨ª®à¨á-

â ï¬   «÷â¨ç¨å ¯¥à¥â¢®à¥ì, ÷ £¥®¬¥âà¨ç÷, §  ®ç¨¬ §®¡à ¦¥ï¬
®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ ���   ¯«®é¨÷. � § ç¨¬®, é®  «£¥¡à¨ç÷ ¬¥â®¤¨
¬÷÷¬÷§ æ÷ù ª®¬¯'îâ¥à®-®à÷õâ®¢ ÷,  â®¬÷áâì £¥®¬¥âà¨ç÷ ¬¥â®¤¨ ®à÷-
õâ®¢ ÷ §¤¥¡÷«ìè®£®   ¢÷§ã «ì¨©   «÷§, â®¡â®   «î¤¨ã.

�®§£«ï¤ã¢ ÷ ¬¥â®¤¨ ¬÷÷¬÷§ æ÷ù ��� ¬®¦  ¤ã «ì¨¬¨ ¬÷àªã¢ ï-
¬¨ ¯¥à¥¥áâ¨   ��� [8].
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3.6.2. �¥®¬¥âà¨ç÷ ¬¥â®¤¨ ¬÷÷¬÷§ æ÷ù ���.
� àâ¨ � à®

�¤¨ ÷§  ©¯®è¨à¥÷è¨å £¥®¬¥âà¨ç¨å ¬¥â®¤÷¢ ¯®èãªã âã¯¨ª®¢¨å
ä®à¬ § ¯à®¯®ã¢ ¢ ã 1953 à.  ¬¥à¨ª áìª¨© ÷¦¥¥à �®à÷á � à®. �¥©
¬¥â®¤ ¯®¢'ï§ ¨© ÷§ §®¡à ¦¥ï¬ ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ ¢¨à §ã   á¯¥æ÷ «ì-
¨å ª àâ å, ïª÷ ã  è ç á  §¨¢ îâì ª àâ ¬¨ � à®1.

� ª« á¨ç®¬ã ¢¨£«ï¤÷ ¬¥â®¤ ª àâ � à® § áâ®á®¢ãîâì ¤«ï ¢¨à §÷¢,
ã ïª¨å ¥ ¡÷«ìè ÷¦ ç®â¨à¨ §¬÷÷, â®¡â® ¤«ï ¢¨à §÷¢ E(x1, . . . , xn) §
n = 2, 3, 4 (¢÷¤ª¨¤ îç¨ âà¨¢÷ «ì÷ ¢¨¯ ¤ª¨ n = 0 â  n = 1).

�«ï ¯®¡ã¤®¢¨ ª àâ¨ � à® ¤«ï ¢¨à §ã E(x1, x2, . . . , xn) ¬®¦¨ã
§¬÷¨å {x1, . . . , xn} à®§¡¨¢ îâì   ¤¢÷ ¯÷¤¬®¦¨¨ {x1, . . . , xm} â 
{xm+1, . . . , xn}, ª®¦  § ïª¨å ¬ õ ¬÷áâ¨â¨ ®¤ã  ¡® ¤¢÷ §¬÷÷. � àâ¨
� à® ¤«ï ¢¨à §ã E(x1, x2, . . . , xn) ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª â ¡«¨æî ÷á-
â¨®áâ÷ á¯¥æ÷ «ì®£® ¢¨£«ï¤ã: ª®¦®¬ã  ¡®àã ÷§ {0, 1}×n ¢§ õ¬® ®¤-
®§ ç® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ®¤  ª®¬÷àª  â ¡«¨æ÷ (¤¢®¢¨¬÷à®ù ª àâ¨). �â®¢¯æ÷
æ÷õù â ¡«¨æ÷ ã¬¥àãîâì  ¡®à ¬¨ ÷§ {0, 1}×m, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì §¬÷¨¬
{x1, . . . , xm}, àï¤ª¨ â ¡«¨æ÷ ã¬¥àãîâì  ¡®à ¬¨ ÷§ {0, 1}×(n−m), ïª÷ ¢÷¤-
¯®¢÷¤ îâì §¬÷¨¬ {xm+1, . . . , xn}.

� ª, ïªé® n = 2 (¬÷÷¬÷§ æ÷ï ¢¨à §ã E(x, y)), áâ®¢¯æ÷ ã¬¥àãîâì § -
ç¥ï¬¨ §¬÷®ù x, àï¤ª¨ { § ç¥ï¬¨ §¬÷®ù y, ®âà¨¬ãîç¨ ¤¢  áâ®¢¯æ÷
÷ ¤¢  àï¤ª¨. �ªé® n = 3 (¢¨à § E(x, y, z)), àï¤ª¨ ¬®¦  ã¬¥àã¢ â¨ § -
ç¥ï¬¨ §¬÷®ù z, áâ®¢¯æ÷ { § ç¥ï¬¨ ¯ à¨ §¬÷¨å (x, y), ®âà¨¬ãîç¨
¤¢  àï¤ª¨ ÷ ç®â¨à¨ áâ®¢¯æ÷; ¬®¦  â ª®¦ ¢¨¤÷«¨â¨ ¯ àã §¬÷¨å (x, y)

¤«ï ã¬¥à æ÷ù àï¤ª÷¢,   §¬÷ã z { ¤«ï ã¬¥à æ÷ù áâ®¢¯æ÷¢, ®âà¨¬ãîç¨ ç®-
â¨à¨ àï¤ª¨ ÷ ¤¢  áâ®¢¯æ÷. �ªé® n = 4 (¢¨à § E(x, y, z, t)), áâ®¢¯æ÷ ¬®¦ 
ã¬¥àã¢ â¨ § ç¥ï¬¨ ¯ à¨ §¬÷¨å (x, y), àï¤ª¨ { § ç¥ï¬¨ (z, t),
®âà¨¬ãîç¨ ç®â¨à¨ àï¤ª¨ ÷ ç®â¨à¨ áâ®¢¯æ÷.

1� à÷ â ¬¥â®¤ã ª àâ � à® ¢÷¤®¬¨© â ª®¦ ïª ¤÷ £à ¬¨ �¥©ç .
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�¢¥¤¥¬® â¥å÷ç¥ ¢¨§ ç¥ï:  ¡®à¨ a, b ∈ {0, 1}×k  §¢¥¬® áãá÷¤÷-
¬¨, ïªé® ¢®¨ ¢÷¤à÷§ïîâìáï § ç¥ï¬¨ «¨è¥ §  ®¤÷õî ª®®à¤¨ â®î.
� ª, ¤«ï n = 2  ¡®à¨ (0, 0) ÷ (0, 1) áãá÷¤÷,  ¡®à¨ (0, 1) ÷ (1, 0) ¥ áã-
á÷¤÷. �ç¥¢¨¤®, ª®¦¥  ¡÷à a ∈ {0, 1}×k ¬ õ â®ç® k áãá÷¤÷å  ¡®à÷¢,
ïª÷ ¬®¦  ®âà¨¬ â¨, §¬÷îîç¨ § ç¥ï ®¤÷õù § k ª®®à¤¨ â  ¡®àã a.
� ª, ¤«ï  ¡®àã (1, 0) áãá÷¤÷¬¨ õ ¤¢   ¡®à¨ (0, 0) ÷ (1, 1).

�«ï à®¡®â¨ § ª àâ®î � à® ¯®âà÷¡®, é®¡ áãá÷¤÷¬ àï¤ª ¬ ¢÷¤¯®¢÷-
¤ «¨ áãá÷¤÷  ¡®à¨ ÷§ {0, 1}×m, áãá÷¤÷¬ áâ®¢¯æï¬ { áãá÷¤÷  ¡®à¨ ÷§
{0, 1}×(n−m); ªà ©÷ (¢¥àå÷© ÷ ¨¦÷©) àï¤ª¨ â  ªà ©÷ (¯à ¢¨© ÷ «÷¢¨©)
áâ®¢¯æ÷ ¢¢ ¦ îâì áãá÷¤÷¬¨. �«ï §àãç®áâ÷ ¯à®áâ ¢«ïâ¨¬¥¬®   ª àâ÷ ¥
á ¬÷  ¡®à¨,   ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ª®'îªâ¨. � ª, ã ¢¨¯ ¤ªã §¬÷¨å (z, t) § ¬÷áâì
 ¡®àã (1, 0) ¢ª §ã¢ â¨¬¥¬® ª®'îªâ z ∧ t.

� £ «ì¨© ¢¨£«ï¤ ª àâ � à® ¤«ï ¢¨¯ ¤ªã ¤¢®å, âàì®å ÷ ç®â¨àì®å
§¬÷¨å ¯®¤ ®   à¨á. 3.4 (¡÷«ï ª®'îªâ÷¢ ¯à®áâ ¢«¥® ¢÷¤¯®¢÷¤÷ § -
ç¥ï §¬÷¨å, ã ¯®¤ «ìè¨å ¯à¨ª« ¤ å  ¢®¤¨â¨¬¥¬® «¨è¥ ª®'îªâ¨).
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�¨á. 3.4. � £ «ì¨© ¢¨£«ï¤ ª àâ � à® ¤«ï n = 2, 3, 4

�®¦  ª®¬÷àª  â ¡«¨æ÷ ¢§ õ¬® ®¤®§ ç® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ®¤®¬ã  ¡®àã
 à£ã¬¥â÷¢ ÷ § ¯®¢îõâìáï § ç¥ï¬ § ¤ ®£® ¢¨à §ã   æì®¬ã  ¡®à÷.
� §¢¨ç © ã ª®¬÷àª å ¯à®áâ ¢«ïîâì «¨è¥ § ç¥ï 1; ª®¬÷àª¨, ïª÷ ¢÷¤-
¯®¢÷¤ îâì ã«ì®¢¨¬  ¡®à ¬, § «¨è îâì ¯®à®¦÷¬¨.
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�à¨ª« ¤ 3.25. � ¢¥¤¥¬® ª àâ¨ � à® ¤«ï ¢¨à §÷¢ E(x, y) = x ∨ y;
E(x, y, z) = x ∨ (y ∧ z); E(x, y, z, t) = x ∨ (x ∧ y ∧ z ∧ t) (à¨á. 3.5).
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�¨á. 3.5. �à¨ª« ¤¨ ª àâ � à®

�'ïáãõ¬®, ïª à®§â è®¢ ÷   ª àâ÷ � à® ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ®ªà¥¬¨å
ª®'îªâ÷¢. �®'îªâã ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ n ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ®¤¨ ®¤¨¨ç¨©
 ¡÷à ÷ ®¤  ª®¬÷àª    ª àâ÷. �¥å © â¥¯¥à ª®'îªâ K ¬ õ ¤®¢¦¨ã
n − 1, â®¡â® ¥ ¬÷áâ¨âì ®¤÷õù §¬÷®ù x. �®¤÷, §  § ª®®¬ áª«¥î¢ ï,
K = (K ∧ x) ∨ (K ∧ x), â®¡â® K õ áª«¥î¢ ï¬ ¤¢®å ª®'îªâ÷¢ ¯®¢®ù
¤®¢¦¨¨ K∧x â  K∧x §  §¬÷®î x, ÷ ¤¢  ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ æ¨å ª®'îª-
â÷¢ õ ®¤¨¨ç¨¬¨  ¡®à ¬¨ K. � ª¨¬ ç¨®¬, ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ª®'îª-
â  K áãá÷¤÷, ®áª÷«ìª¨ ¢÷¤à÷§ïîâìáï «¨è¥ §  ®¤÷õî ª®®à¤¨ â®î, ïª 
¢÷¤¯®¢÷¤ õ §¬÷÷© x. �â¦¥, ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ª®'îªâ  K ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì
áãá÷¤÷¬ ª®¬÷àª ¬, â®¡â® ãâ¢®àîîâì ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§ ¤¢®å ª®¬÷à®ª ( -
£ ¤ õ¬®, é® ªà ©÷ àï¤ª¨ ÷ ªà ©÷ áâ®¢¯æ÷ ¢¢ ¦ îâì áãá÷¤÷¬¨).

�à¨ª« ¤ 3.26. �®'îªâ K1(x, y) = x õ áª«¥î¢ ï¬ §  §¬÷®î y

ª®'îªâ÷¢ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ x∧y â  x∧y. �  ª àâ÷ � à® ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨
ª®'îªâ  x ãâ¢®àîîâì ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§ ¤¢®å ª®¬÷à®ª, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì
ª®'îªâ ¬ x ∧ y â  x ∧ y (à¨á. 3.6). �®'îªâ K2(x, y, z) = x ∧ z õ
áª«¥î¢ ï¬ §  y ¤¢®å ª®'îªâ÷¢ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ x∧ y ∧ z â  x∧ y ∧ z.
�¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ª®'îªâ  x ãâ¢®àîîâì   ª àâ÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§ ¤¢®å
ª®¬÷à®ª, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ª®'îªâ ¬ x ∧ y ∧ z â  x ∧ y ∧ z (à¨á. 3.7).
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�¨á. 3.6. � àâ  � à®
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K1(x, y) = x
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�¨á. 3.7. � àâ  � à® ¤«ï ª®'îªâ 
K2(x, y, z) = x ∧ z

ö¤ãªæ÷õî §  k > 0 «¥£ª® ¤®¢¥áâ¨, é® ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ¡ã¤ì-ïª®£®
ª®'îªâ  § n − k §¬÷¨¬¨ ãâ¢®àîîâì   ª àâ÷ � à® ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§
2k ª®¬÷à®ª: ¤®¢¥¤¥ï §¢®¤¨âìáï ¤® ¯®¥â ¯®£® áª«¥î¢ ï ª®'îªâ÷¢
¡÷«ìè®ù ¤®¢¦¨¨, é®   ª àâ÷ � à® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ áª«¥î¢ î áãá÷¤÷å
¯àï¬®ªãâ¨ª÷¢.

�à¨ª« ¤ 3.27. �àï¬®ªãâ¨ª¨, ãâ¢®à¥÷ ®¤¨¨ç¨¬¨  ¡®à ¬¨
ª®'îªâ÷¢ K1(x, y, z, t) = t â  K2(x, y, z, t) = x∧z, §®¡à ¦¥®   à¨á. 3.8.
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�¨á. 3.8. � àâ¨ � à® ¤«ï K1(x, y, z, t) = t â  K2(x, y, z, t) = x ∧ z
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�®â¨à¨ ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ª®'îªâ  z à®§â è®¢ ÷ ã ª®¬÷àª å   ¯¥à-
è®¬ã © ®áâ ì®¬ã àï¤ª å â  ã ¯¥àè®¬ã © ®áâ ì®¬ã áâ®¢¯æïå, â®¡â®
ãâ¢®àîîâì §¢'ï§¨© ¯àï¬®ªãâ¨ª.

� ¤ «÷ £®¢®à¨â¨¬¥¬®, é® ª®¬÷àª  ª àâ¨ � à® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ §¬÷÷© xj

¡¥§ ¤®¯®¢¥ï (¢÷¤¯®¢÷¤® § ¤®¯®¢¥ï¬), ïªé® ã ¢÷¤¯®¢÷¤®¬ã  ¡®à÷
 à£ã¬¥â÷¢ xj = 1 (¢÷¤¯®¢÷¤® xj = 0). öè¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ª®¬÷àª  ¢÷¤¯®¢÷-
¤ õ xj ã â÷© á ¬÷© ä®à¬÷ (¡¥§ ¤®¯®¢¥ï  ¡® § ¤®¯®¢¥ï¬), ã ïª÷© æï
§¬÷  ¢å®¤¨âì ã ª®'îªâ, é® ã¬¥àãõ àï¤®ª  ¡® áâ®¢¯¥æì æ÷õù ª®¬÷àª¨.

�«ï ¯®èãªã   ª àâ÷ � à® ¯àï¬®ªãâ¨ª  ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ § -
¤ ®£® ª®'îªâ  K ¬®¦  ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨ â ª¨© ¬¥â®¤. �ªé® ¤¥ïª 
§¬÷  x ¢å®¤¨âì ã ª®'îªâ K ¡¥§ ¤®¯®¢¥ï, ª®¬÷àª¨ ®¤¨¨ç¨å  ¡®-
à÷¢ ª®'îªâ  K ¢÷¤¯®¢÷¤ â¨¬ãâì §¬÷÷© x ¡¥§ ¤®¯®¢¥ï. �ªé® §¬÷ 
x ¢å®¤¨âì ã K § ¤®¯®¢¥ï¬, ª®¬÷àª¨ ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ ª®'îªâ  K

¢÷¤¯®¢÷¤ â¨¬ãâì §¬÷÷© x § ¤®¯®¢¥ï¬. �ªé® §¬÷  x ¢§ £ «÷ ¥ ¢å®-
¤¨âì ã ª®'îªâ K, ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ª®'îªâ  K ¡ã¤ãâì à®§¬÷é¥÷ ¢
ª®¬÷àª å, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì §¬÷÷© x ïª § ¤®¯®¢¥ï¬, â ª ÷ ¡¥§ ¤®¯®¢-
¥ï { ã æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ª®'îªâ K õ áª«¥î¢ ï¬ ª®'îªâ÷¢ ¡÷«ìè®ù
¤®¢¦¨¨ §  §¬÷®î x.

�à¨ª« ¤ 3.28. �®¢ã à®§£«ï¥¬® ª®'îªâ¨ K1(x, y, z, t) = t â 
K2(x, y, z, t) = x∧z ÷§ ¯à¨ª« ¤ã 3.27. �«ï ª®'îªâ  K1(x, y, z, t) = t ®¤¨-
¨ç÷  ¡®à¨   ª àâ÷ � à® ¬÷áâ¨â¨¬ãâìáï ã â¨å ÷ â÷«ìª¨ â¨å ª®¬÷àª å,
ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì §¬÷÷© t § ¤®¯®¢¥ï¬, â®¡â® ã âà¥âì®¬ã â  ç¥â¢¥àâ®-
¬ã àï¤ª å; §  §¬÷¨¬¨ x, y, z, ïª÷ ¥ ¢å®¤ïâì ¢ ª®'îªâ, ¢÷¤¡ã¢ õâìáï
áª«¥î¢ ï, ÷ ª®'îªâ ¬ õ 23 = 8 ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢. �¤¨¨ç÷  ¡®à¨
ª®'îªâ  K2(x, y, z, t) = x∧ z ¬÷áâ¨â¨¬ãâìáï ã ç®â¨àì®å ªãâ®¢¨å ª®¬÷à-
ª å, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì §¬÷¨¬ x â  z ¡¥§ ¤®¯®¢¥ï (æ¥ ¯àï¬®ªãâ¨ª,
®áª÷«ìª¨ ªà ©÷ àï¤ª¨ ÷ ªà ©÷ áâ®¢¯æ÷ õ áãá÷¤÷¬¨); §  §¬÷¨¬¨ y, z, ïª÷
¥ ¢å®¤ïâì ã ª®'îªâ, ¢÷¤¡ã¢ õâìáï áª«¥î¢ ï, ÷ ª®'îªâ ¬ õ 22 = 4

®¤¨¨ç÷  ¡®à¨.
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�¯à ¢  3.5. �«ï ���, à®§£«ïãâ¨å ã ¯à¨ª« ¤÷ 3.25, ¢ª ¦÷âì  
ª àâ å � à® ¯àï¬®ªãâ¨ª¨ ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ ¤«ï ª®¦®£® ª®'îªâ .

�â¦¥, ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ¤®¢÷«ì®£® ª®'îªâ  § n − k §¬÷¨¬¨  
ª àâ÷ � à® ãâ¢®àîîâì ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§ 2k ª®¬÷à®ª. �¥£ª® §à®§ã¬÷â¨,
é® ÷áãõ â ª®¦ ÷ §¢®à®â  ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì: ª®¦¥ ¯àï¬®ªãâ¨ª   ª àâ÷
� à® ÷§ 2k ª®¬÷à®ª ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ®¤¨¨ç¨¬  ¡®à ¬ ¤¥ïª®£® ª®'îªâ  §
n− k §¬÷¨¬¨. �¥© ª®'îªâ «¥£ª® ¢áâ ®¢¨â¨, ¢¨§ ç¨¢è¨ §¬÷÷, ïª÷
¢å®¤ïâì ¤® ì®£®: ïªé® §¬÷  x ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¢á÷¬ ª®¬÷àª ¬ § ¤ ®£® ¯àï-
¬®ªãâ¨ª  ®¤ ª®¢® ¡¥§ ¤®¯®¢¥ï, â® x ¢å®¤¨â¨¬¥ ¢ èãª ¨© ª®'îªâ
¡¥§ ¤®¯®¢¥ï; ïªé® §¬÷  x ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¢á÷¬ ª®¬÷àª ¬ § ¤ ®£® ¯àï-
¬®ªãâ¨ª  § ¤®¯®¢¥ï¬, â® x ¢å®¤¨â¨¬¥ ¢ èãª ¨© ª®'îªâ § ¤®¯®-
¢¥ï¬; ïªé® §¬÷  x ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¤¥ïª¨¬ ª®¬÷àª ¬ ¯àï¬®ªãâ¨ª  ¡¥§
¤®¯®¢¥ï,   ¤¥ïª¨¬ ª®¬÷àª ¬ ¯àï¬®ªãâ¨ª  ¢÷¤¯®¢÷¤ õ § ¤®¯®¢¥ï¬,
§¬÷  x ¥ ã¢÷©¤¥ ¢ èãª ¨© ª®'îªâ (§  x ¢÷¤¡ã¢ õâìáï áª«¥î¢ ï).
�®ªà¥¬ , ïªé® k = 0, ¬ õ¬® ª®'îªâ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ n− 0 = n, ïª®¬ã
  ª àâ÷ � à® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§ 20 = 1 ª®¬÷àª¨, â®¡â® ®¤ 
ª®¬÷àª . �ªé® k = n, ¬ õ¬® ª®'îªâ ¤®¢¦¨¨ n − n = 0, ïª®¬ã  
ª àâ÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷§ 2n ª®¬÷à®ª, â®¡â® § ©¬ õ ¢á÷ ª®¬÷àª¨.

�¯à ¢  3.6. � áâ®áã©â¥ ®¯¨á ¨© ¬¥â®¤ ¤® ª àâ � à®, §®¡à ¦¥¨å
  à¨á. 3.6, 3.7 ÷ 3.8.

�â¦¥, ÷áãõ ¢§ õ¬® ®¤®§ ç  ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì ¬÷¦ ª®'îªâ ¬¨ ¤®¢-
¦¨®î n − k ÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª ¬¨   ª àâ÷ � à® ÷§ 2k ª®¬÷à®ª: ®¤¨¨ç÷
 ¡®à¨ ª®'îªâ  ãâ¢®àîîâì   ª àâ÷ ¢÷¤¯®¢÷¤¨© ¯àï¬®ªãâ¨ª.

ö§ ®§ ç¥ï ¯à®áâ®ù ÷¬¯«÷ª â¨ ¢¨¯«¨¢ õ, é® ÷¬¯«÷ª â  K § ¤ ®£®
¢¨à §ã E õ ¯à®áâ®î â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨   ª àâ÷ � à® ¤«ï ¢¨à §ã
E ¯àï¬®ªãâ¨ª ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ ª®'îªâ  K ¥ ¢å®¤¨âì ¤® ¦®¤®£®
÷è®£® ¯àï¬®ªãâ¨ª  ÷§ 2k ª®¬÷à®ª, § ¯®¢¥¨å ®¤¨¨æï¬¨.

�à¨ª« ¤ 3.29. �¢  ¯àï¬®ªãâ¨ª¨, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ¯à®áâ¨¬ ÷¬¯«÷-
ª â ¬ ¢¨à §ã E(x, y, z, t) = x ∨ (x ∧ y ∧ z ∧ t), §®¡à ¦¥®   à¨á. 3.9.
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�¥£ª® ¯¥à¥ª® â¨áì, é® ¯àï¬®ªãâ¨ª¨, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ÷è¨¬ ÷¬¯«÷-
ª â ¬ ¢¨à §ã E, ¬÷áâïâìáï ¢ ®¤®¬ã § ¯àï¬®ªãâ¨ª÷¢, ïª¨© ¢÷¤¯®¢÷¤ õ
¯à®áâ÷© ÷¬¯«÷ª â÷ x  ¡® y ∧ z ∧ t. � ª, ¯àï¬®ªãâ¨ª ÷¬¯«÷ª â¨ x ∧ y

¬÷áâ¨âìáï ã ¯àï¬®ªãâ¨ªã ¯à®áâ®ù ÷¬¯«÷ª â¨ x.
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�¨á. 3.9. �à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨ ¢¨à §ã E(x, y, z, t) = x ∨ (x ∧ y ∧ z ∧ t)

�ªé® ¢¨à § § ¤ ¨© ã ¢¨£«ï¤÷ ���, â®¡â® õ ¤¨§'îªæ÷õî ª®'îª-
â÷¢, ¬®¦¨  ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ õ ®¡'õ¤ ï¬ ¯àï¬®ªãâ¨ª÷¢, ª®¦¥
§ ïª¨å ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ®¤®¬ã ª®'îªâã. �®èãª âã¯¨ª®¢¨å ��� ®ç¥¢¨¤-
® §¢®¤¨âìáï ¤® ¯®ªà¨ââï ®¤¨¨ç¨å  ¡®à÷¢ § ¤ ®£® ¢¨à §ã á¨áâ¥¬®î
¯àï¬®ªãâ¨ª÷¢ ÷§ ¢¨ª® ï¬ â ª¨å ã¬®¢:

• ª®¦¥ ¯àï¬®ªãâ¨ª ¬ õ ¬÷áâ¨â¨ 2k ª®¬÷à®ª (k ∈ N ∪ {0});
• ¦®¤¥ ¯àï¬®ªãâ¨ª ¥ ¬®¦  §¡÷«ìè¨â¨ ã ¬¥¦ å ®¤¨¨ç¨å  ¡®-

à÷¢ â ª, é®¡ ¢÷ ¬÷áâ¨¢ 2k ª®¬÷à®ª (k ∈ N ∪ {0});
• ¦®¤¥ ¯àï¬®ªãâ¨ª ¥ ¬®¦¥ æ÷«ª®¬ ¤ã¡«î¢ â¨áï ÷è¨¬¨ ¯àï¬®-

ªãâ¨ª ¬¨ (¯à®â¥ ®ªà¥¬÷ ®¤¨¨æ÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª  ¬®¦ãâì ¢å®¤¨â¨ ¢
÷è÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª¨).

�àï¬®ªãâ¨ª¨, ïª÷ § ¤®¢®«ìïîâì § § ç¥÷ ã¬®¢¨,  §¨¢ â¨¬¥¬®
¤®¯ãáâ¨¬¨¬¨.

�à¨ª« ¤ 3.30. �¨à § E(x, y) = x ∨ (x ∧ y) ¤®¯ãáª õ ®¤ã âã¯¨ª®¢ã
ä®à¬ã x ∨ y ÷§ ¤¢®å ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â x â  y, ¢÷¤¯®¢÷¤ã ª àâã � à®
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§®¡à ¦¥®   à¨á. 3.10. �¨à § E(x, y, z) = x ∨ (x ∧ y ∧ z) ¤®¯ãáª õ ®¤ã
âã¯¨ª®¢ã ä®à¬ã x ∨ (y ∧ z) ÷§ ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â x â  y ∧ z (à¨á. 3.11).

x

y

y

x

x

y

1 1

1

�¨á. 3.10. �ã¯¨ª®¢  ä®à¬  ¤«ï
E(x, y) = x ∨ (x ∧ y)

x yÙ

y zÙ

x yÙ

x

x yÙ x yÙ

z

z

1 1

1 1

1

�¨á. 3.11. �ã¯¨ª®¢  ä®à¬  ¤«ï
E(x, y, z) = x ∨ (x ∧ y ∧ z)

�ãª îç¨ ¯®ªà¨ââï ¤«ï âã¯¨ª®¢®ù ä®à¬¨, ¥ á«÷¤  ¢â®¬ â¨ç® ¢¨ª®-
à¨áâ®¢ã¢ â¨  ©¡÷«ìè÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª¨ (ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì  ©ª®à®âè¨¬
÷¬¯«÷ª â ¬). �à¨ª« ¤ 3.31 ¤¥¬®áâàãõ, é® â ª÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª¨, ïª ÷
¡ã¤ì-ïª÷ ÷è÷, ¬®¦ãâì ¯®¢÷áâî ¤ã¡«î¢ â¨áï ÷è¨¬¨ ¯àï¬®ªãâ¨ª ¬¨
÷ ¥ ¯®âà ¯¨â¨ ¤® èãª ®£® ¯®ªà¨ââï.

�à¨ª« ¤ 3.31. � àâã � à® ¤«ï ¢¨à §ã § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì
(1101111010000100) §®¡à ¦¥®   à¨á. 3.12.

x yÙ x yÙ x yÙ x yÙ

z tÙ

z tÙ

z tÙ
yÙ Ùz t

xÙ Ùy tyÙ Ùz t

xÙ Ùy t

z tÙ

1

1

1

1 1

1

11

�¨á. 3.12. �÷÷¬÷§ æ÷ï ��� § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (1101111010000100)

�÷¤¯®¢÷¤  âã¯¨ª®¢  ä®à¬  (x∧y∧ t)∨(y∧z∧ t)∨(y∧z∧ t)∨(x∧y∧ t)

¥ ¬÷áâ¨âì  ©ª®à®âè®ù ÷¬¯«÷ª â¨ x∧ z, â®¡â® ¯®ªà¨ââï   ª àâ÷ � à®
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¥ ¢ª«îç õ ¢÷¤¯®¢÷¤®£®  ©¡÷«ìè®£® ¯àï¬®ªãâ¨ª  ÷§ ç®â¨àì®å ª®¬÷à®ª
(  à¨áãªã ®¡¢¥¤¥¨© â®ª®î «÷÷õî).

�¨à §¨ § âàì®¬  â  ¡÷«ìè¥ §¬÷¨¬¨ ¬®¦ãâì ¤®¯ãáª â¨ ¤¥ª÷«ìª  âã-
¯¨ª®¢¨å ä®à¬. � æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ¯®¡ã¤®¢ã ¯®ªà¨ââï á«÷¤ ¯®ç¨ â¨ § â -
ª¨å ª®¬÷à®ª, ïª÷ ¬®¦   ªà¨â¨ «¨è¥ ®¤¨¬ ¤®¯ãáâ¨¬¨¬ ¯àï¬®ªãâ¨-
ª®¬. �÷¤¯®¢÷¤÷ ¯àï¬®ªãâ¨ª¨ ¢÷¤¯®¢÷¤ â¨¬ãâì ¯à®áâ¨¬ ÷¬¯«÷ª â ¬, ïª÷
ã¢÷©¤ãâì ¢ ãá÷ âã¯¨ª®¢÷ ä®à¬¨; â ª÷ ÷¬¯«÷ª â¨  §¨¢ îâì ï¤à®¢¨¬¨, áã-
ªã¯÷áâì ï¤à®¢¨å ÷¬¯«÷ª â  §¨¢ îâì ¤¨§'îªâ¨¢¨¬ ï¤à®¬ ( ¡® ¯à®-
áâ® ï¤à®¬) § ¤ ®£® ¢¨à §ã. �ªé® ï¤à®  ªà¨¢ õ ¢á÷ ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ § -
¤ ®£® ¢¨à §ã, æ¥© ¢¨à § ¤®¯ãáª õ «¨è¥ ®¤ã âã¯¨ª®¢ã ä®à¬ã. �ªé® ¦
§ «¨è¨«¨áì ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨, ïª÷ ¥ ¯®âà ¯¨«¨ ¤® ¦®¤®ù ï¤à®¢®ù ÷¬-
¯«÷ª â¨, â® ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ª®¬÷àª¨ ¬®¦   ªà¨â¨ à÷§¨¬¨ ¤®¯ãáâ¨¬¨¬¨
¯àï¬®ªãâ¨ª ¬¨ ÷ ¢¨à § ¤®¯ãáª õ ¤¥ª÷«ìª  âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬.

�à¨ª« ¤ 3.32. �¨§'îªâ¨¢  ®à¬ «ì  ä®à¬  § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì
(10111001) ¤®¯ãáª õ ¤¢÷ âã¯¨ª®¢÷ ä®à¬¨: (y ∧ z) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) â 
(y ∧ z) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ y), ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ª àâ¨ � à® ¯®¤ ®   à¨á. 3.13.
ö¬¯«÷ª â¨ y ∧ z â  y ∧ z ï¤à®¢÷, ®áª÷«ìª¨ ¬÷áâïâì ª®¬÷àª¨, é® ¥ ¤ã¡-
«îîâìáï ¦®¤¨¬ ÷è¨¬ ¤®¯ãáâ¨¬¨¬ ¯àï¬®ªãâ¨ª®¬. ô¤¨ã ª®¬÷àªã, ¥
¯®ªà¨âã ï¤à®¬ (¢÷¤¯®¢÷¤ õ  ¡®àã x∧y∧z), ¬®¦   ªà¨â¨ ¤¢®¬  ¤®¯ã-
áâ¨¬¨¬¨ ¯àï¬®ªãâ¨ª ¬¨, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ¯à®áâ¨¬ ÷¬¯«÷ª â ¬ x ∧ z

â  x ∧ y.

x yÙ

y zÙ y zÙx zÙ

x yÙ x yÙ x yÙ

z

z

1 1

1 1 1

x yÙ

y zÙ y zÙx yÙ

x yÙ x yÙ x yÙ

z

z

1 1

1 1 1

�¨á. 3.13. �¢÷ âã¯¨ª®¢÷ ä®à¬¨ ¤«ï ��� § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (10111001)
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�¨à § ¬®¦¥ ¢§ £ «÷ ¥ ¬÷áâ¨â¨ ï¤à®¢¨å ÷¬¯«÷ª â (¬ â¨ ¯®à®¦õ ï¤-
à®) { â ª®î,  ¯à¨ª« ¤, õ ���, § ¤   ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (01111110).

�÷ §¡÷«ìè¥ï¬ n ¬ ªá¨¬ «ì  ª÷«ìª÷áâì âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ ¤«ï ¢¨-
à §ã E(x1, . . . , xn) è¢¨¤ª® §à®áâ õ. �«ï n > 2 ¢¨à § § ¢¦¤¨ ¬ õ ®¤ã
âã¯¨ª®¢ã ä®à¬ã, ¢¨à § ÷§ âàì®¬  §¬÷¨¬¨ ¬®¦¥ ¤®¯ãáª â¨ ¤® 5 âã¯¨-
ª®¢¨å ä®à¬, ¤«ï ¢¨à §÷¢ ÷§ ç®â¨à¬  §¬÷¨¬¨ ¬ ªá¨¬ «ì  ª÷«ìª÷áâì
âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ ¤®áï£ õ 58. � à®¡®â÷ [9]  ¢¥¤¥® ®æ÷ª¨ ¤«ï ª÷«ìª®áâ÷
âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ ¤«ï ¢¥«¨ª¨å n.

�¥â «ì÷è¥ ¯à® ª àâ¨ � à® ¬®¦  ¯à®ç¨â â¨,  ¯à¨ª« ¤, ã à®¡®-
â å [8; 9].

3.6.3. �«£¥¡à¨ç÷ ¬¥â®¤¨ ¬÷÷¬÷§ æ÷ù ���

�®§£«ï¤ã¢ ¨¬¨  «£¥¡à¨ç¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ ¬÷÷¬÷§ æ÷ù ¬®¦  ®âà¨¬ â¨
���, ïª  õ ¤¨§'îªæ÷õî ¢á÷å ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â § ¤ ®£® ¢¨à §ã.

�¯à ¢  3.7. �®¢¥áâ¨, é® ¤¨§'îªæ÷ï ¢á÷å ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â ¢¨à -
§ã E ãâ¢®àîõ ��� æì®£® ¢¨à §ã.

�ª §÷¢ª . �®áâ âì® ¤®¢¥áâ¨, é® ª®¦¥ ®¤¨¨ç¨©  ¡÷à ¢¨à §ã E õ
®¤¨¨ç¨¬  ¡®à®¬ ¤¥ïª®ù ¯à®áâ®ù ÷¬¯«÷ª â¨.

�¨§'îªâ¨¢ã ®à¬ «ìã ä®à¬ã, ïª  áª« ¤ õâìáï § ãá÷å ¯à®áâ¨å ÷¬-
¯«÷ª â,  §¨¢ îâì áª®à®ç¥®î. �ª®à®ç¥  ��� ã § £ «ì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã
¥ õ âã¯¨ª®¢®î,  «¥ ¡ã¤ì-ïªã âã¯¨ª®¢ã ��� ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ÷§ áª®à®-
ç¥®ù ��� ¢÷¤ª¨¤ ï¬ ¤¥ïª¨å ÷¬¯«÷ª â.

�à¨ª« ¤ 3.33. �«ï ¢¨à §ã § ¥ ¡÷«ìè ÷¦ ¤¢®¬  §¬÷¨¬¨ áª®à®ç¥ 
ä®à¬  § ¢¦¤¨ âã¯¨ª®¢ . �¯à ¢¤÷, ¢¨¯ ¤ª¨ n = 0 â  n = 1 âà¨¢÷ «ì÷,
¢¨¯ ¤®ª n = 2, ïª «¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨   ª àâ å � à®, ¤®¯ãáª õ ¥ ¡÷«ìè¥
¤¢®å ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â, é® ã¥¬®¦«¨¢«îõ ¤ã¡«î¢ ï ®¤÷õù ¯à®áâ®ù
÷¬¯«÷ª â¨ ÷è¨¬¨. � ª, ¤«ï ¢¨à §ã § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (1101) ¬ õ¬®
¤¢÷ ¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨ ÷ áª®à®ç¥ã ��� x ∨ y, ïª  õ âã¯¨ª®¢®î.
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�à¨ª« ¤ 3.34. �¨à § § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (1101111010000100) ÷§
¯à¨ª« ¤ã 3.31 ¤®¯ãáª õ ¯'ïâì ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â; ©®£® áª®à®ç¥  ���
(x ∧ y ∧ t) ∨ (y ∧ z ∧ t) ∨ (y ∧ z ∧ t) ∨ (x ∧ y ∧ t) ∨ (x ∧ z) ¥ õ âã¯¨ª®-
¢®î, ®áª÷«ìª¨ ®áâ î ÷¬¯«÷ª âã ¬®¦  ¢÷¤ª¨ãâ¨ (ùù ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨
¤ã¡«îîâìáï ®¤¨¨ç¨¬¨  ¡®à ¬¨ ÷è¨å ÷¬¯«÷ª â).

�®¡ã¤®¢  áª®à®ç¥®ù ��� ÷§ ���. �¥å © ¢¨à § E § ¤ ¨© ã
¢¨£«ï¤÷ ¤®¢÷«ì®ù ��� (¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® ¤®áª® «®ù). �¥â®¤ ¯®«ï£ õ ã
§ áâ®áã¢ ÷ § ª®ã ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c) ¤®â¨, ¤®ª¨
æ¥ ¬®¦«¨¢®; ®âà¨¬ ÷ ª®'îªæ÷ù á¯à®éãõ¬®, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ § ª®¨
a∧a = a, x∧x = 0, 0∧a = 0, 0∨a = a; ¢¨ª®à¨áâ®¢ãõ¬® § ª® ¯®£«¨ ï
a ∨ (a ∧ b) = a ¤®â¨, ¯®ª¨ æ¥ ¬®¦«¨¢®. �¥áª« ¤® ¤®¢¥áâ¨ [9], é® ã
à¥§ã«ìâ â÷ ¬ õ¬® ®âà¨¬ â¨ áª®à®ç¥ã ���.

�à¨ª« ¤ 3.35. � áâ®áãõ¬® ®¯¨á ¨© ¬¥â®¤ ¤® ��� (x∨ y)∧ (y∨ z).
�  § ª®®¬ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ∨ y) ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ y) ∨ (y ∧ z).

�÷¤ª¨¤ îç¨ ¯¥à¥¤®áâ ÷© ª®'îªâ, ïª¨© ¤®à÷¢îõ 0, ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ∨ y) ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z).

� ª® ¯®£«¨ ï § áâ®áã¢ â¨ ¥¬®¦«¨¢®; ®â¦¥, ®âà¨¬   ��� áª®-
à®ç¥ . �¥£ª® ¯¥à¥ª® â¨áì, é® æï ä®à¬  ¥ âã¯¨ª®¢  { ª®'îªâ (x∧z)

¬®¦  ¢¨ªà¥á«¨â¨, ®áª÷«ìª¨ ©®£® ®¤¨¨ç÷  ¡®à¨ ¤ã¡«îîâìáï ®¤¨¨ç-
¨¬¨  ¡®à ¬¨ ¤¢®å ÷è¨å ª®'îªâ÷¢.

�à¨ª« ¤ 3.36. � áâ®áãõ¬® ®¯¨á ¨© ¬¥â®¤ ¤® ��� (x∨ y)∧ (y∨ z).
�  § ª®®¬ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = (x ∧ x) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ x) ∨ (y ∧ z).

�¯à®éãîç¨ ¯¥àè¨© §  § ª®®¬ ÷¤¥¬¯®â¥â®áâ÷ ÷ ¢÷¤ª¨¤ îç¨ ¤àã£¨©
÷ âà¥â÷© ª®'îªâ¨ §  § ª®®¬ ¯®£«¨ ï, ®âà¨¬ãõ¬® áª®à®ç¥ã ä®à¬ã:

(x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = x ∨ (y ∧ z).
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�¥£ª® ¯¥à¥ª® â¨áï, é® ®âà¨¬   ��� õ âã¯¨ª®¢®î, ®áª÷«ìª¨ ¦®¤ã
÷§ ¤¢®å ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â ¥ ¬®¦  ¢¨ªà¥á«¨â¨.

�à¨ª« ¤ 3.37. �®¡ã¤ãõ¬® áª®à®ç¥ã ��� ¤«ï ¢¨à §ã § ¢¥ªâ®à®¬
§ ç¥ì (01111110). �¨à § ¬ õ «¨è¥ ¤¢  ã«ì®¢¨å  ¡®à¨, ÷ ¬®¦¥¬® «¥£ª®
¢¨¯¨á â¨ ¢÷¤¯®¢÷¤ã ���: (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z). � áâ®á®¢ãîç¨ § ª®
¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ â  á¯à®éãîç¨ ®âà¨¬ ÷ ª®'îªæ÷ù, ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) =

= (x ∧ x) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ x) ∨ (y ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨
∨(z ∧ x) ∨ (z ∧ y) ∨ (z ∧ z) =

= (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ x) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x) ∨ (z ∧ y).

� ª® ¯®£«¨ ï ¤® ®âà¨¬ ¨å ª®'îªâ÷¢ § áâ®áã¢ â¨ ¥¬®¦«¨¢®.
�â¦¥, ®âà¨¬   ��� õ áª®à®ç¥®î, â®¡â® ¬÷áâ¨âì ¢á÷ ¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª -
â¨ § ¤ ®£® ¢¨à §ã. �¥£ª® ¯¥à¥ª® â¨áì ( ¯à¨ª« ¤, §  ¤®¯®¬®£®î ª àâ
� à®), é® æï ä®à¬  ¥ õ âã¯¨ª®¢®î.

�¥â®¤ �¢ © .1 �¥© ¬¥â®¤ ¯¥à¥¤¡ ç õ, é® ¢¨à § § ¤ ¨© ã ¢¨£«ï¤÷
����. �ãâì ¬¥â®¤ã ¯®«ï£ õ ã § áâ®áã¢ ÷ ¤¢®å â®â®¦®áâ¥©:

1) (A ∧ x) ∨ (A ∧ x) = (A ∧ x) ∨ (A ∧ x) ∨ A (¥¯®¢¥ áª«¥î¢ ï);
2) (A ∧B) ∨ A = A (¯®£«¨ ï).
�®â®¦®áâ÷ § áâ®á®¢ãîâì §«÷¢   ¯à ¢®; á¯®ç âªã § áâ®á®¢ãîâì ¥-

¯®¢¥ áª«¥î¢ ï ¤®â¨, ¯®ª¨ æ¥ ¬®¦«¨¢®,   ¯®â÷¬, ¯®ª¨ ¬®¦«¨¢® { ¯®-
£«¨ ï.

�¯à ¢  3.8. �®¢¥áâ¨, é® à¥§ã«ìâ â®¬ à®¡®â¨  «£®à¨â¬ã �¢ ©  õ
áª®à®ç¥  ���.

�ª §÷¢ª . �ã¤ì-ïªã ÷¬¯«÷ª âã § ¤ ®£® ¢¨à §ã ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ §
ª®'îªâ÷¢ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, § áâ®áã¢ ¢è¨ áª÷ç¥ã ª÷«ìª÷áâì à §÷¢ ¥-
¯®¢¥ áª«¥î¢ ï.

1�÷«« à¤ �  �à¬  �¢ © (1908{2000) {  ¬¥à¨ª áìª¨© «®£÷ª ÷ ä÷«®á®ä, ®¯ã¡«÷-
ªã¢ ¢ ¨§ªã à®¡÷â § ¬ â¥¬ â¨ç®ù «®£÷ª¨.
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� § ç¨¬®, é®   ¯¥àè®¬ã ¥â ¯÷ à®¡®â¨  «£®à¨â¬ã ¢¨à § ãáª« ¤î-
õâìáï, ®áª÷«ìª¨ §'ï¢«ïîâìáï ®¢÷ ª®'îªâ¨ ¬¥è®ù ¤®¢¦¨¨; ®¤ ª  
¤àã£®¬ã ¥â ¯÷ æ÷ ª®à®âª÷ ª®'îªâ¨ ¤ îâì §¬®£ã ¯®§¡ãâ¨áï ª®'îªâ÷¢
¡÷«ìè®ù ¤®¢¦¨¨. �ç¥¢¨¤®, é® ª®'îªâ K, ®âà¨¬ ¨©   ¯¥àè®¬ã
¥â ¯÷ ¥¯®¢¨¬ áª«¥î¢ ï¬ ª®'îªâ÷¢ K1 ÷ K2,   ¤àã£®¬ã ¥â ¯÷ ùå ¯®-
£«¨¥. �¥¢ ¦ª® §à®§ã¬÷â¨, é® á¯à ¢¤¦ãõâìáï ÷ §¢®à®â¨©  á«÷¤®ª:  
¤àã£®¬ã ¥â ¯÷ ¯®£«¨ îâìáï â÷ © â÷«ìª¨ â÷ ª®'îªâ¨, ïª÷ ¢¨ª®à¨áâ®¢ã-
¢ «¨áï   ¯¥àè®¬ã ¥â ¯÷ ¤«ï ¥¯®¢®£® áª«¥î¢ ï. �®¬ã   ¯¥àè®¬ã
¥â ¯÷ á«÷¤ ãª §ã¢ â¨, ïª÷ á ¬¥ ª®'îªâ¨ ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâìáï ¤«ï ¥¯®¢-
®£® áª«¥î¢ ï,  ¢÷âì ïªé® ®¤¨ ª®'îªâ ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ª÷«ìª®¬ 
¢ à÷ â ¬¨.

�à¨ª« ¤ 3.38. � áâ®áãõ¬® ¬¥â®¤ �¢ ©  ¤«ï ®âà¨¬ ï áª®à®ç¥®ù
��� ¢¨à §ã E(x, y) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y);  £®«®á¨¬®, é® ¢¨à §,
ïª ÷ ¯¥à¥¤¡ ç õ ¬¥â®¤ �¢ © , § ¤ ¨© ã ¢¨£«ï¤÷ ����. �  § ª®®¬
áª«¥î¢ ï ®âà¨¬ãõ¬®:

1

(x ∧ y) ∨
2

(x ∧ y) ∨
3

(x ∧ y) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨
1,2

x ∨
2,3

y ,

¤¥ ®¬¥à¨  ¤ ª®'îªâ ¬¨ ã ¯à ¢÷© ç áâ¨÷ à÷¢®áâ÷ ¯®§ ç îâì ®¬¥à¨
ª®'îªâ÷¢ ¢¨å÷¤®£® ¢¨à §ã, ¢¨ª®à¨áâ ÷ ¤«ï ¥¯®¢®£® áª«¥î¢ ï.

�® ®¢¨å ª®'îªâ÷¢ ¥¯®¢¥ áª«¥î¢ ï § áâ®áã¢ â¨ ¥¬®¦«¨¢®, ÷
¬®¦¥¬® ¯¥à¥å®¤¨â¨ ¤® ¤àã£®£® ¥â ¯ã. �«ï ¥¯®¢®£® áª«¥î¢ ï ¡ã«¨
¢¨ª®à¨áâ ÷ ¢á÷ ª®'îªâ¨ ¤®¢¦¨¨ 2,   ®â¦¥ ¢á÷ æ÷ ª®'îªâ¨ ¯®£«¨ -
îâìáï ¯®à®¤¦¥¨¬¨ ª®'îªâ ¬¨ ¤®¢¦¨¨ 1. �÷á«ï § áâ®áã¢ ï § ª®ã
¯®£«¨ ï ®áâ â®ç® ®âà¨¬ãõ¬®: E(x, y) = x ∨ y.

�áª÷«ìª¨   ¯¥àè®¬ã ¥â ¯÷ ¤® ¢¨à §ã «¨è¥ ¤®¤ îâìáï ®¢÷ ª®'îª-
â¨, ¥¤®æ÷«ì® ¯¥à¥¯¨áã¢ â¨ ª®'îªâ¨ ¢¨å÷¤®£® ¢¨à §ã, ïª÷ ã ¡ã¤ì-
ïª®¬ã ¢¨¯ ¤ªã § «¨è îâìáï ¡¥§ §¬÷. �à÷¬ â®£®, ®áª÷«ìª¨ § ª® ¥-
¯®¢®£® áª«¥î¢ ï ¬®¦  § áâ®á®¢ã¢ â¨ «¨è¥ ¤® ª®'îªâ÷¢ ®¤ ª®¢®ù
¤®¢¦¨¨, á¯®ç âªã á«÷¤ § áâ®áã¢ â¨ æ¥© § ª® ¤® ª®'îªâ÷¢ ¤®¢¦¨¨ n
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¢¨å÷¤®ù ����, ®âà¨¬ãîç¨ ª®'îªâ¨ ¤®¢¦¨¨ n − 1; ¤ «÷ § ª® ¥-
¯®¢®£® áª«¥î¢ ï á«÷¤ § áâ®áã¢ â¨ ¤® ª®'îªâ÷¢ ¤®¢¦¨¨ n − 1, ®â-
à¨¬ãîç¨ ª®'îªâ¨ ¤®¢¦¨¨ n − 2, ÷ â. ¤.; ¯à®æ¥á ¬ õ § ¢¥àè¨â¨áì § 
áª÷ç¥ã ª÷«ìª÷áâì ªà®ª÷¢.

�à¨ª« ¤ 3.39. � áâ®áãõ¬® ¬¥â®¤ �¢ ©  ¤«ï ®âà¨¬ ï áª®à®ç¥®ù
��� ¢¨à §ã E(x, y, z) = (x∧y)∨(x∧z)∨(y∧z). �¢¥¤¥¬® ¢¨à § ¤® ����
÷ ¯à®ã¬¥àãõ¬® ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨:

E(x, y, z) =
1

(x ∧ y ∧ z)∨
2

(x ∧ y ∧ z)∨
3

(x ∧ y ∧ z)∨
4

(x ∧ y ∧ z)∨
5

(x ∧ y ∧ z).

� áâ®á®¢ãîç¨ § ª® ¥¯®¢®£® áª«¥î¢ ï ÷ ¯à®¤®¢¦ãîç¨ § £ «ìã
ã¬¥à æ÷î, ®âà¨¬ãõ¬® â ª÷ ª®'îªâ¨ ¤®¢¦¨¨ 2:

6) x ∧ y (1,2);
7) y ∧ z (1,3);
8) y ∧ z (2,5);
9) x ∧ z (3,4);
10) x ∧ y (3,5).
�¥ïª÷ § ª®'îªâ÷¢ ¤®¢¦¨¨ 2 ¤®¯ãáª îâì ¯®¤ «ìè¥ ¥¯®¢¥ áª«¥î-

¢ ï:
11) y (6,10);
12) y (7,8).
�®'îªâ y ®âà¨¬ ® ¤¢®¬  á¯®á®¡ ¬¨, ®¤ ª ¤«ï ¯®¤ «ìè®£® ¯®£«¨-

 ï ¢ ¦«¨¢® ¢ª § â¨ ¢á÷ ¢ à÷ â¨ áª«¥î¢ ï.
�®¤ «ìè¥ ¥¯®¢¥ áª«¥î¢ ï ¥¬®¦«¨¢¥, â®¬ã ¯¥à¥å®¤¨¬® ¤® ¥â ¯ã

¯®£«¨ ï. � ¥¯®¢®¬ã áª«¥î¢ ÷ ¥ ¡ã«¨ § ¤÷ï÷ «¨è¥ ª®'îªâ¨ ¯÷¤
®¬¥à ¬¨ 9 (x ∧ z) ÷ 11 (y). �â¦¥, ®âà¨¬ãõ¬® â ªã áª®à®ç¥ã ���, ïª 
ã æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã, ®ç¥¢¨¤®, õ âã¯¨ª®¢®î: E(x, y, z) = (x ∧ z) ∨ y.

�«ï ¯®¡ã¤®¢¨ âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ § ©¤¥÷ ¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨ §¢®¤ïâì ¢
÷¬¯«÷ª âã â ¡«¨æî, àï¤ª¨ ïª®ù ã¬¥àãîâì ¯à®áâ¨¬¨ ÷¬¯«÷ª â ¬¨,  
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áâ®¢¯æ÷ { ª®'îªâ ¬¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, ïª÷ ¢å®¤ïâì ¤® áª« ¤ã ���� § -
¤ ®£® ¢¨à §ã. � ª®¬÷àª¨ ÷¬¯«÷ª â®ù â ¡«¨æ÷ ¢¯¨áãîâì á¨¬¢®« ¿∗À, ïª-
é® ¯à®áâ  ÷¬¯«÷ª â , é® ¢÷¤¯®¢÷¤ õ àï¤ªã ª®¬÷àª¨, ¯®£«¨ õ ª®'îªâ
¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, ïª¨© ¢÷¤¯®¢÷¤ õ áâ®¢¯æî. �®¡ã¤®¢  âã¯¨ª®¢®ù ��� §¢®-
¤¨âìáï ¤® § å®¤¦¥ï ¥ ¤«¨èª®¢®ù ¬®¦¨¨ ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â, ïª÷
¡ ã áãªã¯®áâ÷ ¯®£«¨ «¨ ¢á÷ ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ § ¤ ®£® ¢¨à -
§ã. �¥ ¤«¨èª®¢÷áâì ¬®¦¨¨ ¯à®áâ¨å ÷¬¯«÷ª â ®§ ç õ, é® ¡ã¤ì-ïª 
¢« á  ùù ¯÷¤¬®¦¨  ¥ ¯®£«¨ õ ¯à¨ ©¬÷ ®¤¨ ÷§ ª®'îªâ÷¢ ¯®¢®ù
¤®¢¦¨¨ ÷§ ���� § ¤ ®£® ¢¨à §ã.

�à¨ª« ¤ 3.40. � áâ®áãõ¬® ¬¥â®¤ �¢ ©  ¤«ï ®âà¨¬ ï áª®à®ç¥®ù
��� ¢¨à §ã E(x, y, z) = (x∧ y)∨ (x∧ z)∨ (x∧ y∧ z). �¢¥¤¥ï ¤® ����
÷ ¥¯®¢¥ áª«¥î¢ ï ¯à®¢®¤¨¬®   «®£÷ç® ¯®¯¥à¥¤÷¬ ¯à¨ª« ¤ ¬:

E(x, y, z) =
1

(x ∧ y ∧ z) ∨
2

(x ∧ y ∧ z) ∨
3

(x ∧ y ∧ z) ∨
4

(x ∧ y ∧ z);

5) x ∧ y (1,2);
6) y ∧ z (1,3);
7) x ∧ z (3,4).
� ª® ¥¯®¢®£® áª«¥î¢ ï ¤® ®âà¨¬ ¨å ª®'îªâ÷¢ § áâ®áã¢ â¨

¥¬®¦«¨¢®. �  ¤àã£®¬ã ¥â ¯÷ ¯®£«¨ îâìáï ª®'îªâ¨ 1{4, â®¡â® ®áâ -
â®ç® ®âà¨¬ãõ¬® â ªã áª®à®ç¥ã ���: E(x, y, z) = (x∧y)∨(x∧z)∨(y∧z).

�®¡ã¤ãõ¬® ÷¬¯«÷ª âã â ¡«¨æî (â ¡«. 3.3).

� ¡«¨æï 3.3

x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z

x ∧ y ∗ ∗
x ∧ z ∗ ∗
y ∧ z ∗ ∗
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ö§ â ¡«. 3.3 ¢¨¤®, é® ÷¬¯«÷ª â¨ x ∧ y â  x ∧ z ï¤à®¢÷, ®áª÷«ìª¨
ª®'îªâ x∧y∧z ¯®£«¨ õâìáï «¨è¥ ÷¬¯«÷ª â®î x∧y, ª®'îªâ x∧y∧z {
«¨è¥ ÷¬¯«÷ª â®î x∧z. �â÷¬, ¤¢÷ ï¤à®¢÷ ÷¬¯«÷ª â¨ ¯®£«¨ îâì ãá÷ ç®â¨-
à¨ ª®'îªâ¨ ÷§ ���� § ¤ ®£® ¢¨à §ã. � ª¨¬ ç¨®¬, ¯à®áâ  ÷¬¯«÷ª â 
y ∧ z ¤ã¡«îõâìáï ï¤à®¬ ÷ ¥ ¯®âà ¯¨âì ã ¦®¤ã âã¯¨ª®¢ã ä®à¬ã. �â¦¥,
¬ õ¬® ¤«ï ¢¨à §ã E ®¤ã âã¯¨ª®¢ã ä®à¬ã (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

� ¯à¨ª« ¤ã 3.40 ¢¨¤®, é® ¤«ï § å®¤¦¥ï âã¯¨ª®¢¨å ��� §  ¤®-
¯®¬®£®î ÷¬¯«÷ª â®ù â ¡«¨æ÷ ¤®æ÷«ì® ¢¨§ ç¨â¨:

1) ï¤à®¢÷ ÷¬¯«÷ª â¨, ïª÷ ã¢÷©¤ãâì ¤® ¡ã¤ì-ïª®ù âã¯¨ª®¢®ù ���;
2) ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, ïª÷ ¯®£«¨ îâìáï ï¤à®¬.
�ç¥¢¨¤®, é® ¢¨§ ç¥÷ ï¤à®¢÷ ÷¬¯«÷ª â¨ â  ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢-

¦¨¨, ïª÷ ¯®£«¨ îâìáï ï¤à®¬, ¬®¦  ¢¨ª«îç¨â¨ ÷§ ¯®¤ «ìè®£® à®§-
£«ï¤ã, â®¡â® ¯®èãª âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ §¢®¤¨âìáï ¤® ¯®ªà¨ââï ¥ï¤à®¢¨¬¨
÷¬¯«÷ª â ¬¨ â¨å ª®'îªâ÷¢ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, ïª÷ ¥ ¯®£«¨ã«® ï¤à®.
�â¦¥, ¤®æ÷«ì® ¯®¡ã¤ã¢ â¨ á¯à®é¥ã ÷¬¯«÷ª âã â ¡«¨æî, ïªã ®âà¨-
¬ãîâì ÷§ ÷¬¯«÷ª â®ù â ¡«¨æ÷ ¢¨ªà¥á«î¢ ï¬ â¨å àï¤ª÷¢, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ -
îâì ï¤à®¢¨¬ ÷¬¯«÷ª â ¬, â  â¨å áâ®¢¯æ÷¢, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ª®'îªâ ¬
¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨, é® ¯®£«¨ îâìáï ï¤à®¬. � § ç¨¬®, é® ã ¯à¨ª« ¤÷ 3.40
á¯à®é¥  ÷¬¯«÷ª â  â ¡«¨æï ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£® áâ®¢¯æï, â®¡â® õ ¯®-
à®¦ì®î { õ¤¨  âã¯¨ª®¢  ��� ¬÷áâ¨âì «¨è¥ ï¤à®¢÷ ÷¬¯«÷ª â¨.

�à¨ª« ¤ 3.41. � áâ®áãõ¬® ¬¥â®¤ �¢ ©  ¤® ¢¨à §ã § ¢¥ªâ®à®¬ § -
ç¥ì (10111001) ÷§ ¯à¨ª« ¤ã 3.32. �¢¥¤¥ï ¤® ���� ÷ ¥¯®¢¥ áª«¥î-
¢ ï ¯à®¢®¤¨¬®   «®£÷ç® ¯®¯¥à¥¤÷¬ ¯à¨ª« ¤ ¬:

E(x, y, z) =
1

(x ∧ y ∧ z)∨
2

(x ∧ y ∧ z)∨
3

(x ∧ y ∧ z)∨
4

(x ∧ y ∧ z)∨
5

(x ∧ y ∧ z);

6) y ∧ z (1,3);
7) y ∧ z (2,5);
8) x ∧ y (3,4);
9) x ∧ z (4,5).
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�®¡ã¤ãõ¬® ÷¬¯«÷ª âã â ¡«¨æî (â ¡«. 3.4).

� ¡«¨æï 3.4
x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z x ∧ y ∧ z

y ∧ z ∗ ∗
y ∧ z ∗ ∗
x ∧ y ∗ ∗
x ∧ z ∗ ∗

�¤à® ¬÷áâ¨âì ÷¬¯«÷ª â¨ y ∧ z â  y ∧ z , ïª÷ ¯®£«¨ îâì ª®'îªâ¨
¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ x ∧ y ∧ z, x ∧ y ∧ z â  x ∧ y ∧ z. � ª¨¬ ç¨®¬, á¯à®é¥-
  ÷¬¯«÷ª â  â ¡«¨æï ¬÷áâ¨âì ¤¢  àï¤ª¨ â  ®¤¨ áâ®¢¯ç¨ª (â ¡« 3.5).

� ¡«¨æï 3.5
x ∧ y ∧ z

x ∧ y ∗
x ∧ z ∗

ö§ á¯à®é¥®ù ÷¬¯«÷ª â®ù â ¡«¨æ÷ ¢¨¤®, é®
âã¯¨ª®¢  ��� ¬ õ ¬÷áâ¨â¨ ®¤ã ÷§ ¤¢®å ¥-
ï¤à®¢¨å ÷¬¯«÷ª â. �â¦¥, ®âà¨¬ãõ¬® ¤¢÷ âã-
¯¨ª®¢÷ ���: (y ∧ z) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ y) â 
(y∧z)∨(y∧z)∨(x∧z), é® ¯÷¤â¢¥à¤¦ãõ à¥§ã«ìâ â,

®âà¨¬ ¨© ã ¯à¨ª« ¤÷ 3.32 §  ¤®¯®¬®£®î ª àâ � à®.
� áª« ¤÷è¨å ¢¨¯ ¤ª å ¤«ï ¯®èãªã âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ ¬®¦  § áâ®-

áã¢ â¨ ¬¥â®¤, ¯®¢'ï§ ¨© ÷§  «£¥¡à®î ¢¨á«®¢«¥ì: ª®¦÷© ¥ï¤à®¢÷© ÷¬-
¯«÷ª â÷ S ¯®áâ ¢¨¬® ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì ¢¨á«®¢«¥ï AS = ¿ö¬¯«÷ª â  S

¢å®¤¨âì ¤® âã¯¨ª®¢®ù ���À. �¥¯¥à ¤«ï ª®¦®£® ª®'îªâ  K ã áª« ¤÷
¢¨å÷¤®ù ���� ¬®¦  ¯®¡ã¤ã¢ â¨ ¢¨á«®¢«¥ï BK = ¿K ¯®£«¨ õ ¯à¨-
 ©¬÷ ®¤  ÷¬¯«÷ª â  âã¯¨ª®¢®ù ���À, ïª¥, ®ç¥¢¨¤®, õ ¤¨§'îªæ÷õî
â¨å ¢¨á«®¢«¥ì AS, ¤«ï ïª¨å S ¯®£«¨ õ ª®'îªâ K. � à¥èâ÷, ã ª®-
à¥ªâ® ¯®¡ã¤®¢ ÷© âã¯¨ª®¢÷© ��� ¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨ ¬ îâì ¯®£«¨ â¨
¢á÷ ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ ÷§ ¢¨å÷¤®ù ����, â®¡â® ª®à¥ªâ÷áâì âã-
¯¨ª®¢®ù ��� ®§ ç õ ÷áâ¨÷áâì ª®'îªæ÷ù ¢á÷å ¢¨á«®¢«¥ì BK . �¥â®¤
¯¥à¥¤¡ ç õ §¢¥¤¥ï ®âà¨¬ ®ù ä®à¬ã«¨  «£¥¡à¨ ¢¨á«®¢«¥ì ¤® ��� § -
áâ®áã¢ ï¬ § ª®÷¢ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷ â , ïªé® æ¥ ¬®¦«¨¢®, ¯®£«¨ -
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ï. � ®âà¨¬ ÷© ��� ª®¦¥ ª®'îªâ § ¤ õ ¯¥¢ã âã¯¨ª®¢ã ���: ª®¦-
  «÷â¥à  ã áª« ¤÷ ª®'îªâ  ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¢å®¤¦¥î ¤® âã¯¨ª®¢®ù ���
¢÷¤¯®¢÷¤®ù ¥ï¤à®¢®ù ÷¬¯«÷ª â¨.

�à¨ª« ¤ 3.42. � áâ®áãõ¬®  ¢¥¤¥¨© ¬¥â®¤ ¤® ¢¨à §ã § ¢¥ªâ®à®¬
§ ç¥ì (10111001), ¤«ï ïª®£® ï¤à®¢÷ ÷¬¯«÷ª â¨ ÷ á¯à®é¥  ÷¬¯«÷ª â 
â ¡«¨æï § ©¤¥÷ ã ¯à¨ª« ¤÷ 3.41. �®áâ ¢¨¬®
ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì ¤¢®¬ ¥ï¤à®¢¨¬ ¯à®áâ¨¬ ÷¬¯«÷-
ª â ¬ «÷â¥à¨ A â  B, ïª÷ ¯®§ ç îâì ã¬®¢ã
¢å®¤¦¥ï ¢÷¤¯®¢÷¤®ù ÷¬¯«÷ª â¨ ¤® âã¯¨ª®¢®ù
��� (â ¡«. 3.6).

� ¡«¨æï 3.6
x ∧ y ∧ z

A x ∧ y ∗
B x ∧ z ∗

�¬®¢  ª®à¥ªâ®áâ÷ âã¯¨ª®¢®ù ��� (¯®£«¨ ï ¥ï¤à®¢¨¬¨ ¯à®áâ¨-
¬¨ ÷¬¯«÷ª â ¬¨ ª®'îªâ  x∧y∧z, ïª¨© ¥ ¯®£«¨ã¢áï ï¤à®¬) ¬ õ âà¨-
¢÷ «ì¨© ¢¨£«ï¤ A + B, ¤¥ ¿+À ¯®§ ç õ ®¯¥à æ÷î ¤¨§'îªæ÷ù §  «£¥¡à¨
¢¨á«®¢«¥ì. �â¦¥, ¬ õ¬® ¤¢÷ âã¯¨ª®¢÷ ���, ïª÷ ¢÷¤¯®¢÷¤ îâì ¢å®¤¦¥î
®¤÷õù § ¤¢®å ¥ï¤à®¢¨å ÷¬¯«÷ª â. � ãà åã¢ ï¬ ï¤à®¢¨å ÷¬¯«÷ª â ®â-
à¨¬ãõ¬® â ª÷ âã¯¨ª®¢÷ ���: (y∧z)∨(y∧z)∨(x∧y) â  (y∧z)∨(y∧z)∨(x∧z).

�à¨ª« ¤ 3.43. � áâ®áãõ¬®  ¢¥¤¥¨© ¬¥â®¤ ¤® áª®à®ç¥®ù ��� ¤«ï
¢¨à §ã ÷§ ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (01111110), § ©¤¥ã ¢ ¯à¨ª« ¤÷ 3.37:

E(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z).

�®¡ã¤ãõ¬® ÷¬¯«÷ª âã â ¡«¨æî (â ¡«. 3.7).
� ¡«¨æï 3.7

x∧ y ∧ z x∧ y ∧ z x∧ y ∧ z x∧ y ∧ z x∧ y ∧ z x∧ y ∧ z

A x ∧ y ∗ ∗
B x ∧ z ∗ ∗
C x ∧ y ∗ ∗
D y ∧ z ∗ ∗
E x ∧ z ∗ ∗
F y ∧ z ∗ ∗
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�áª÷«ìª¨ ª®¦¥ ª®'îªâ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨ ¯®£«¨ õâìáï ¯à¨ ©¬÷
¤¢®¬  ¯à®áâ¨¬¨ ÷¬¯«÷ª â ¬¨, ï¤à® § ¤ ®£® ¢¨à §ã ¯®à®¦õ, é® ã¥-
¬®¦«¨¢«îõ á¯à®é¥ï ÷¬¯«÷ª â®ù â ¡«¨æ÷. �«ï ¯®¡ã¤®¢¨ âã¯¨ª®¢¨å
��� ¯à®ã¬¥àãõ¬® ¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨ «÷â¥à ¬¨ A{F , ïª÷ ¯®§ ç îâì
ã¬®¢ã ¢å®¤¦¥ï ¢÷¤¯®¢÷¤®ù ÷¬¯«÷ª â¨ ¤® âã¯¨ª®¢®ù ���. �¨¯¨è¥-
¬® ã ¢¨£«ï¤÷ ä®à¬ã«¨  «£¥¡à¨ ¢¨á«®¢«¥ì ã¬®¢ã ª®à¥ªâ®áâ÷ âã¯¨ª®¢®ù
��� (¯à®áâ÷ ÷¬¯«÷ª â¨ ¬ îâì ¯®£«¨ â¨ ¢á÷ ª®'îªâ¨ ¯®¢®ù ¤®¢¦¨¨
÷§ ¢¨å÷¤®ù ����):

(E + F )&(C + D)&(C + E)&(A + B)&(A + F )&(B + D),

¤¥ ¿+À â  ¿&À ¯®§ ç îâì ®¯¥à æ÷ù  ¤ ¢¨á«®¢«¥ï¬¨ { ¢÷¤¯®¢÷¤®
¤¨§'îªæ÷î â  ª®'îªæ÷î. �¢¥¤¥¬® æî ä®à¬ã«ã ¤® ��� (§ ª ¿&À ¤«ï
áª®à®ç¥ï § ¯¨áã ®¯ãáª â¨¬¥¬®):

ADE + BCF + ABCE + ABCF + ABDE + ACDE + ACDF + ADEF+

+BCDF + BCEF + BDEF + ABCDE + ABCDF + ABCEF+

+ABDEF + ACDEF + BCDEF + ABCDEF.

� áâ®áã¢ ¢è¨ § ª® ¯®£«¨ ï, ®âà¨¬ãõ¬® ®áâ â®çã ã¬®¢ã

ADE + BCF + ABCE + ACDF + BDEF,

é® ®§ ç õ  ï¢÷áâì ¯'ïâ¨ âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬:

(x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z);

(x ∧ z) ∨ (x ∧ y) ∨ (y ∧ z);

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

(x ∧ y) ∨ (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (y ∧ z);

(x ∧ z) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z).
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3.6. �÷÷¬÷§ æ÷ï ¤¨§'îªâ¨¢¨å ®à¬ «ì¨å ä®à¬

� ã¢ ¦¥ï 3.10. �¯¨á ¨© ¬¥â®¤ ¯®èãªã âã¯¨ª®¢¨å ä®à¬ ¬®¦ 
§ áâ®á®¢ã¢ â¨ ¤® ¢¨å÷¤®ù (¥ á¯à®é¥®ù) ÷¬¯«÷ª â®ù â ¡«¨æ÷, ®¤ ª æ¥
¬®¦¥ ¤¥é® ãáª« ¤¨â¨ ®¡ç¨á«¥ï §  à åã®ª ¯®ï¢¨ ï¤à®¢¨å ÷¬¯«÷ª â.

� ã¢ ¦¥ï 3.11. � ª®¬¯'îâ¥à÷© à¥ «÷§ æ÷ù  «£®à¨â¬ã �¢ ©  ¤®-
æ÷«ì® ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨ á¯¥æ÷ «ìã ã¬¥à æ÷î ª®'îªâ÷¢. �«ï ¤®¢÷«ì-
®£® ª®'îªâ  E(x1, . . . , xn) ª®¦÷© §¬÷÷© xk áâ ¢«ïâì ã ¢÷¤¯®¢÷¤÷áâì
®¤¨ ÷§ âàì®å á¨¬¢®«÷¢: ¿1À, ïªé® xk ¢å®¤¨âì ¤® E ¡¥§ ¤®¯®¢¥ï; ¿0À,
ïªé® xk ¢å®¤¨âì ¤® E § ¤®¯®¢¥ï¬; ¿{À, ïªé® xk ¢§ £ «÷ ¥ ¢å®¤¨âì ¤®
ª®'îªâ  E. � ª, ª®'îªâã E(x, y, z, t) = x∧ z ∧ t ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ª®¤ 1−01.
�âà¨¬ ÷ ª®¤¨ à®§¡¨¢ îâì   £àã¯¨ §  ª÷«ìª÷áâî ¢å®¤¦¥ì á¨¬¢®«  ¿1À,
é® áãââõ¢® ¯÷¤¢¨éãõ ¥ä¥ªâ¨¢÷áâì ¯®èãªã ª®'îªâ÷¢ ¤«ï áª«¥î¢ ï,
®áª÷«ìª¨ ¤®áâ âì® ¯¥à¥¢÷àïâ¨ ¯ à¨ ª®¤÷¢ ÷§ ¿áãá÷¤÷åÀ £àã¯ [8].

�¥â®¤ �«¥©ª . �¥© ¬¥â®¤ ¯¥à¥¤¡ ç õ, é® ¢¨à § § ¤ ¨© ã ¢¨£«ï¤÷
¤®¢÷«ì®ù ��� (¥ ®¡®¢'ï§ª®¢® ¤®áª® «®ù), ÷ ¯®«ï£ õ ã § áâ®áã¢ ÷ ¤¢®å
â®â®¦®áâ¥©:

1) (A∧x)∨(B∧x) = (A∧x)∨(B∧x)∨(A∧B) (ã§ £ «ì¥¥ áª«¥î¢ ï);
2) (A ∧B) ∨ A = A (¯®£«¨ ï).
�®â®¦®áâ÷ § áâ®á®¢ãîâì §«÷¢   ¯à ¢®; á¯®ç âªã § áâ®á®¢ãîâì ã§ -

£ «ì¥¥ áª«¥î¢ ï ¤®â¨, ¯®ª¨ æ¥ ¬®¦«¨¢®,   ¯®â÷¬, ¯®ª¨ ¬®¦«¨¢® |
¯®£«¨ ï. �®¦  ¤®¢¥áâ¨ [9], é® ã à¥§ã«ìâ â÷ ¬ õ¬® ®âà¨¬ â¨ áª®à®-
ç¥ã ���.

�ª ÷ ¢ ¬¥â®¤÷ �¢ © ,   ¯¥àè®¬ã ¥â ¯÷ ¢¨à § áãââõ¢® ãáª« ¤î-
õâìáï, ®áª÷«ìª¨ §'ï¢«ïîâìáï ®¢÷ ª®'îªâ¨, ®¤ ª   ¤àã£®¬ã ¥â ¯÷ æ÷
®¢÷ ª®'îªâ¨ ¤ îâì ¬®¦«¨¢÷áâì ¯®§¡ãâ¨áï ÷è¨å ª®'îªâ÷¢ ¡÷«ìè®ù
¤®¢¦¨¨.

�  ¢÷¤¬÷ã ¢÷¤ ¥¯®¢®£® áª«¥î¢ ï, ã§ £ «ì¥¥ áª«¥î¢ ï ¬®¦-
  § áâ®á®¢ã¢ â¨ ¤® ª®'îªâ÷¢ à÷§®ù ¤®¢¦¨¨. �à÷¬ â®£®, ª®'îªâ K,
®âà¨¬ ¨© ÷§ ª®'îªâ÷¢ K1 ÷ K2 ã§ £ «ì¥¨¬ áª«¥î¢ ï¬, ¥ ®¡®¢'ï§-
ª®¢® ¯®£«¨ õ K1 ÷ K2, é® ãáª« ¤îõ § áâ®áã¢ ï ¬¥â®¤ã �«¥©ª  ¯®-
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�®§¤÷« 3. �ã«¥¢÷  «£¥¡à¨

à÷¢ï® § ¬¥â®¤®¬ �¢ © . �¤ ª ¬¥â®¤ �«¥©ª  ¬ õ ¯¥à¥¢ £ã: ¢¨å÷¤¨©
¢¨à § ¬®¦  ¥ §¢®¤¨â¨ ¤® ����.

�à¨ª« ¤ 3.44. � áâ®áãõ¬® ¬¥â®¤ �«¥©ª  ¤«ï ®âà¨¬ ï áª®à®ç¥®ù
��� ¢¨à §ã (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z) ÷§ ¯à¨ª« ¤ã 3.39. �«ï §àãç®áâ÷
¯®á¨« ì ¯à®ã¬¥àãõ¬® ª®'îªâ¨ ¢¨å÷¤®ù ���:

E(x, y, z) =
1

(x ∧ y) ∨
2

(x ∧ z) ∨
3

(y ∧ z).

� áâ®á®¢ãîç¨ ã§ £ «ì¥¥ áª«¥î¢ ï ÷ ¯à®¤®¢¦ãîç¨ § £ «ìã ã-
¬¥à æ÷î, ®âà¨¬ãõ¬® â ª÷ ª®'îªâ¨:

4) y ∧ z (1,2);
5) x ∧ y (2,3).
�âà¨¬ ÷ ª®'îªâ¨ ¥ ¤®¯ãáª îâì ã§ £ «ì¥®£® áª«¥î¢ ï ¬÷¦

á®¡®î, ®¤ ª ¤®¯ãáª îâì ã§ £ «ì¥¥ áª«¥î¢ ï § ª®'îªâ ¬¨ 1{3:
6) y (4,3);
7) y (1,5).
�®¤ «ìè¥ ã§ £ «ì¥¥ áª«¥î¢ ï ¥¬®¦«¨¢¥, ÷ ¬®¦  ¯¥à¥å®¤¨â¨

¤® ¯®£«¨ ï. �ç¥¢¨¤®, ª®'îªâ y ¯®£«¨ õ ¢á÷ ª®'îªâ¨, ®ªà÷¬ x∧z,
â®¦ ®áâ â®ç® ®âà¨¬ãõ¬® â ªã áª®à®ç¥ã ���: E(x, y, z) = (x ∧ z) ∨ y.
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�®§¤÷« 4

�ã«¥¢÷ äãªæ÷ù.
�ãªæ÷® «ì  ¯®¢®â 

4.1. �á®¢÷ ¯®ïââï
� ª®¬¯'îâ¥à÷© ¬ â¥¬ â¨æ÷ ®á®¡«¨¢ã à®«ì ¢÷¤÷£à îâì ¢÷¤®¡à ¦¥ï

f : {0, 1}×n → {0, 1}, n > 0, ïª÷  §¨¢ îâì ¡ã«¥¢¨¬¨ äãªæ÷ï¬¨ (á«®-
¢® ¿¡ã«¥¢ À ÷®¤÷ ®¯ãáª â¨¬¥¬®). �«¥¬¥â¨ 0 â  1 ¬®¦  ¢¢ ¦ â¨ «®-
£÷ç¨¬¨ å¨¡÷áâî © ÷áâ¨÷áâî,  «¥ æ¥ ¬®¦ãâì ¡ãâ¨ ¥«¥¬¥â¨ ¤®¢÷«ì®ù
¯à¨à®¤¨.

�¨¢ç îç¨ ¡ã«¥¢÷ äãªæ÷ù, § §¢¨ç © £®¢®àïâì ¯à® äãªæ÷ù   ¬®¦¨-
÷ {0, 1} ¢÷¤ n  à£ã¬¥â÷¢ (§¬÷¨å), ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ § ¯¨á f(x1, . . . , xn),
¤¥ x1, . . . , xn ∈ {0, 1}. �¨á«® n, ïª¥  §¨¢ îâì  à÷áâî äãªæ÷ù f , § 
¯®âà¥¡¨ ¢ª §ãîâì ¢¥àå÷¬ ÷¤¥ªá®¬ ã ¤ã¦ª å, â®¡â® ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâì ¯®-
§ ç¥ï f (n).

�¨¯ ¤®ª n = 0, §  ¢¨§ ç¥ï¬, ¢÷¤¯®¢÷¤ õ äãªæ÷ï¬ ÷§ § ç¥ï¬¨ ã
¬®¦¨÷ {0, 1}, ïª÷ ¥ § «¥¦ âì ¢÷¤ ¦®¤®£®  à£ã¬¥â , â®¡â® ª®áâ â ¬
0 â  1.

�«ï n = 1 ¬ õ¬® 4 ã à÷ äãªæ÷ù f (1) : {0, 1} → {0, 1} (â ¡«. 4.1).
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�®§¤÷« 4. �ã«¥¢÷ äãªæ÷ù. �ãªæ÷® «ì  ¯®¢®â 

� ¡«¨æï 4.1. �ã«¥¢÷ äãªæ÷ù ®¤÷õù §¬÷®ù

x 01 �®§ ç¥ï � §¢ 

f
(1)
0 00 0 �®áâ â  0

f
(1)
1 01 x �®â®¦  äãªæ÷ï

f
(1)
2 10 x � ¯¥à¥ç¥ï

f
(1)
3 11 1 �®áâ â  1

�«ï n = 2 ¬ õ¬® 16 ¡÷ à¨å ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© f (2) : {0, 1}×2 → {0, 1},
ïª÷ ¯®¤ ® ã â ¡«. 4.2.

� ¡«¨æï 4.2. �ã«¥¢÷ äãªæ÷ù ¤¢®å §¬÷¨å

x
y

0011
0101

�®§ ç¥ï � §¢ 

f
(2)
0 0000 0 �®áâ â  0

f
(2)
1 0001 x ∧ y �®'îªæ÷ï

f
(2)
2 0010 x → y � ¯¥à¥ç¥ï ¢÷¤ ÷¬¯«÷ª æ÷ù

f
(2)
3 0011 x �à®¥ªæ÷ï   ¯¥àè¨©  à£ã¬¥â

f
(2)
4 0100 y → x � ¯¥à¥ç¥ï ¢÷¤ ®¡¥à¥®ù ÷¬¯«÷ª æ÷ù

f
(2)
5 0101 y �à®¥ªæ÷ï   ¤àã£¨©  à£ã¬¥â

f
(2)
6 0110 x⊕ y �ã¬  §  ¬®¤ã«¥¬ 2 (¢¨ª«îç¥ ¿ ¡®À)

f
(2)
7 0111 x ∨ y �¨§'îªæ÷ï

f
(2)
8 1000 x ↓ y �âà÷«ª  �÷àá  (§ ¯¥à¥ç¥ï ¤¨§'îªæ÷ù)

f
(2)
9 1001 x ↔ y �ª¢÷¢ «¥æ÷ï

f
(2)
10 1010 y � ¯¥à¥ç¥ï ¢÷¤ ¤àã£®£®  à£ã¬¥â 

f
(2)
11 1011 y → x �¡¥à¥  ÷¬¯«÷ª æ÷ï

f
(2)
12 1100 x � ¯¥à¥ç¥ï ¢÷¤ ¯¥àè®£®  à£ã¬¥â 

f
(2)
13 1101 x → y ö¬¯«÷ª æ÷ï

f
(2)
14 1110 x|y �âà¨å �¥ää¥à  (§ ¯¥à¥ç¥ï ª®'îªæ÷ù)

f
(2)
15 1111 1 �®áâ â  1
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4.1. �á®¢÷ ¯®ïââï

�¯à ¢  4.1. �®¢¥áâ¨, é® ¤«ï n > 0 ÷áãõ 22n ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷©  à-
®áâ÷ n.

�ª §÷¢ª . �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ª®¬¡÷ â®à¨© ¯à¨æ¨¯ ¤®¡ãâªã, ¤®¢¥áâ¨
§ £ «ì¨© ä ªâ: ¤«ï áª÷ç¥¨å ¬®¦¨ A ÷ B, ïª÷ ¬÷áâïâì ¢÷¤¯®¢÷¤®
n1 â  n2 ¥«¥¬¥â÷¢, ÷áãõ n2

n1 ¢÷¤®¡à ¦¥ì ÷§ A ã B.
�ã«¥¢÷ äãªæ÷ù ¯®§ ç â¨¬¥¬® «÷â¥à ¬¨ f , g, h § ÷¤¥ªá ¬¨  ¡® ¡¥§

¨å, §¬÷÷ { «÷â¥à ¬¨ x, y, z § ÷¤¥ªá ¬¨  ¡® ¡¥§ ¨å. �®¦¨ã ¢á÷å
¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© ¤®¢÷«ì®ù áª÷ç¥®ù  à®áâ÷ ¯®§ ç îâì ç¥à¥§ P2.

�ªé® à®§£«ï¤ â¨ 1 â  0 ïª «®£÷ç÷ ÷áâ¨÷áâì ÷ å¨¡÷áâì, â® ¡÷«ìè÷áâì
¡÷ à¨å äãªæ÷©, ¢¨§ ç¥¨å ã â ¡«. 4.2 (¤¨§'îªæ÷ï, ª®'îªæ÷ï, ÷¬¯«÷-
ª æ÷ï â  ÷.),  ¡ã¢ îâì §¬÷áâã ¢÷¤®¬¨å «®£÷ç¨å ®¯¥à æ÷© ¢  «£¥¡à÷ ¢¨-
á«®¢«¥ì; ã à  ®¯¥à æ÷ï ¤®¯®¢¥ï, ¢¨§ ç¥  ã â ¡«. 4.1, ¢÷¤¯®¢÷¤ õ
«®£÷ç®¬ã § ¯¥à¥ç¥î. �â¦¥ (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 3.4),  «£¥¡à¨ç  áâàãªâãà 〈{0, 1},∨,∧, , 0, 1

〉
õ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î § ¢÷¤¯®¢÷¤¨¬ ¡ã«¥¢¨¬ ª÷«ìæ¥¬

〈{0, 1},⊕, ·〉, ¤¥ ¿·À ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨  ¡® ïª ª®'îªæ÷î,  ¡® ïª  à¨ä-
¬¥â¨ç¥ ¬®¦¥ï (÷è÷ ®¯¥à æ÷ù ¢¨§ ç¥÷ ã â ¡«. 4.1 ÷ 4.2).

�§ ç¥ï 4.1. �®¢®àïâì, é® äãªæ÷ï f (n)(x1, . . . , xj, . . . , xn) ¬÷á-
â¨âì ä÷ªâ¨¢ã §¬÷ã xj, ïªé® ÷áãõ äãªæ÷ï g(n−1), â ª , é®

f (n)(x1, . . . , xj, . . . , xn) = g(n−1)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

¤«ï ¢á÷å xk ∈ {0, 1}, 1 6 k 6 n. �¬÷ã, ïª  ¥ õ ä÷ªâ¨¢®î,  §¨¢ îâì
÷áâ®â®î.

�à¨ª« ¤ 4.1. 1. �ãªæ÷ï f(x, y) = (x ∧ y) ∨ y = y ¬÷áâ¨âì ®¤ã
ä÷ªâ¨¢ã §¬÷ã x, §¬÷  y ÷áâ®â .

2. �ãªæ÷ï f(x) = x∧x = 0 ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®ù ÷áâ®â®ù §¬÷®ù { õ¤¨ 
§¬÷  x õ ä÷ªâ¨¢®î.

�ãªæ÷ù  §¨¢ îâì ¥ª¢÷¢ «¥â¨¬¨, ïªé® ®¤ã ÷§ æ¨å äãªæ÷© ¬®¦ 
®âà¨¬ â¨ § ÷è®ù ¤®¤ ¢ ï¬ â  ( ¡®) ¢¨«ãç¥ï¬ ä÷ªâ¨¢¨å §¬÷¨å.
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�®§¤÷« 4. �ã«¥¢÷ äãªæ÷ù. �ãªæ÷® «ì  ¯®¢®â 

ö ªè¥ ª ¦ãç¨, ¥ª¢÷¢ «¥â÷ äãªæ÷ù §¡÷£ îâìáï § â®ç÷áâî ¤® ä÷ªâ¨¢-
¨å  à£ã¬¥â÷¢. � ¤ «÷, ïªé® ¥ ¢ª § ® ÷è¥, ¥ª¢÷¢ «¥â÷ äãªæ÷ù ¥
à®§à÷§ïâ¨¬¥¬®.

�à¨ª« ¤ 4.2. 1. �ãªæ÷ï f(x, y, z) = y ¥ª¢÷¢ «¥â  ã à÷© äãªæ÷ù
g(x) = x ( ¡®, é® â¥ ¦ á ¬¥, g(y) = y).

2. �ãªæ÷ï f(x) = x ∨ x = 1 ¥ § «¥¦¨âì ¢÷¤ ¦®¤®£® ÷áâ®â®£®  à£ã-
¬¥â  â  ¥ª¢÷¢ «¥â  ª®áâ â÷ 1.

�¨§ ç¨¬® à¥ªãàá¨¢® ¯®ïââï ä®à¬ã«¨  ¤ ¥¯®à®¦ì®î ¬®¦¨-
®î (ª« á®¬) ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© K ∈ P2.

�§ ç¥ï 4.2. 1. �¥å © f (n) ∈ K. �®¤÷ f(x1, . . . , xn) { ä®à¬ã« 
 ¤ K.

2. �¥å © f (n) ∈ K, E1, . . . , En { ä®à¬ã«¨  ¤ K  ¡® §¬÷÷ (¥ ®¡®¢'ï§-
ª®¢® à÷§÷). �®¤÷ f (n)(E1, . . . , En) { ä®à¬ã«   ¤ K.

3. öè¨å ä®à¬ã«  ¤ ª« á®¬ K ¥¬ õ.
� ª,  ¤  ¡®à®¬ K = {→,∨} ¬®¦ , §-¯®¬÷¦ ÷è¨å, ¢¨¯¨á â¨ ä®à-

¬ã«¨ x → y, x → x, x → (y ∨ z), x → (y ∨ x). � £®«®á¨¬®, é® ¤«ï
ª« á¨ç¨å ¡÷ à¨å äãªæ÷© âà ¤¨æ÷©® ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîâì ÷ä÷ªáã ä®à-
¬ã § ¯¨áã: x ∨ y § ¬÷áâì ∨(x, y); x → y § ¬÷áâì →(x, y) ÷ â. ¤.

�®¦  ä®à¬ã«   ¤ § ¤ ¨¬ ª« á®¬ K ⊂ P2 ¯à¨à®¤¨¬ ç¨®¬ § ¤ õ
¡ã«¥¢ã äãªæ÷î, áâà®£¥ à¥ªãàá¨¢¥ ¢¨§ ç¥ï  ¤ ®,  ¯à¨ª« ¤, ã à®-
¡®â å [7; 10; 11]. �ªé® ¡ã«¥¢  äãªæ÷ï f à¥ «÷§®¢   ¤¥ïª®î ä®à¬ã«®î
 ¤ ª« á®¬ K, â® £®¢®àïâì, é® f õ áã¯¥à¯®§¨æ÷õî äãªæ÷© ÷§  ¡®àã K.
� §¢¨ç © äãªæ÷î ¬®¦  à¥ «÷§ã¢ â¨ à÷§¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨  ¤ § ¤ ¨¬
 ¡®à®¬ K ⊂ P2. � ª, ã ¢¨¯ ¤ªã K = {→, 0} ª®áâ âã 1 ¬®¦  à¥ «÷-
§ã¢ â¨, §®ªà¥¬ , ä®à¬ã« ¬¨ x → x, 0 → x â  0 → (x → x).

�§ ç¥ï 4.3. � ¬¨ª ï¬ ¥¯®à®¦ì®£®  ¡®àã äãªæ÷© K ⊂ P2

 §¨¢ îâì ¬®¦¨ã äãªæ÷©, ïª÷ ¬®¦  à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã« ¬¨  ¤  -
¡®à®¬ K. � ¬¨ª ï  ¡®àã K ¯®§ ç îâì ç¥à¥§ [K].
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�à¨ª« ¤ 4.3. 1. [{x}] = {x, x}. � £®«®á¨¬®, é®  ¤  ¡®à®¬ [{x}]
÷áãõ ¥áª÷ç¥  ª÷«ìª÷áâì ä®à¬ã« x, x, x, ÷ â. ¤., ®¤ ª æ÷ ä®à¬ã«¨
à¥ «÷§ãîâì «¨è¥ ¤¢÷ äãªæ÷ù { â®â®¦¥ ¢÷¤®¡à ¦¥ï ÷ ¤®¯®¢¥ï.

2. [{x, 0}] = {x, x, 0, 1}.
3. [{∨}] = {x, x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, . . .}, â®¡â® § ¬¨ª ï  ¡®àã {∨}

¬÷áâ¨âì ¥áª÷ç¥ã ª÷«ìª÷áâì äãªæ÷©; â®â®¦  äãªæ÷ï x à¥ «÷§ãõâìáï
ä®à¬ã«®î x ∨ x.

4. [{∨,∧, x}] = P2, ®áª÷«ìª¨ ¡ã¤ì-ïªã ¡ã«¥¢ã äãªæ÷î ¬®¦  §®¡à §¨-
â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ���� ( ¡® ����), â®¡â® à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã«®î ÷§ ¢¨ª®à¨-
áâ ï¬ ¤¨§'îªæ÷ù, ª®'îªæ÷ù â  ¤®¯®¢¥ï (¤¨¢. ¯. 3.5.4). � § ç¨¬®,
é® ª®áâ â¨ ïª á¯¥æ÷ «ì÷ ¢¨¯ ¤ª¨ ���� ÷ ���� á«÷¤ à®§£«ï¤ â¨
®ªà¥¬®: 0 = x ∧ x; 1 = x ∨ x.

� ã¢ ¦¥ï 4.1. � ¯®¯¥à¥¤ì®¬ã ¯à¨ª« ¤÷ ÷ ¤ «÷ äãªæ÷ù § ¤ õ¬® ïª §
¢¨ª®à¨áâ ï¬ ¢÷¤¯®¢÷¤®£® äãªæ÷® «ì®£® á¨¬¢®«ã (¿∨À, ¿→À ¿ À),
â ª ÷ ç¥à¥§ ä®à¬ã«ã (¿x ∨ yÀ, ¿x → yÀ, ¿xÀ). �¡¨¤¢  á¯®á®¡¨ æ÷«ª®¬
ª®à¥ªâ÷ â  ¬®¦ãâì ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨áì ¡¥§ ®¡¬¥¦¥ì.

� ã¢ ¦¥ï 4.2. �ªé® ª« á äãªæ÷© K ⊂ P2 ¬÷áâ¨âì â®â®¦ã äãª-
æ÷î f(x) = x, § ¬¨ª ï [K] ¬®¦  ¢¨§ ç¨â¨ â ª¨¬ ªà®ª®¬ à¥ªãàá÷ù:
ïªé® g

(n)
1 , . . . , g

(n)
m ∈ [K] â  g

(m)
0 ∈ [K], â® [K] ¬÷áâ¨âì äãªæ÷î h(n), ïªã

¢¨§ ç õ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï

h(n)(x1, . . . , xn) = g
(m)
0 (g

(n)
1 (x1, . . . , xn), . . . , g(n)

m (x1, . . . , xn)).

�à®áâ÷ äãªæ÷© gk (1 6 k 6 m) á¯à ¢¤÷ ¬®¦  ¢¢ ¦ â¨ ®¤ ª®¢¨-
¬¨, ®áª÷«ìª¨ äãªæ÷ù ¢¨§ ç õ¬® § â®ç÷áâî ¤® ä÷ªâ¨¢¨å  à£ã¬¥â÷¢,
â®¡â® äãªæ÷ù ¬¥è®ù  à®áâ÷ ¬®¦  ¤®¯®¢¨â¨ ¢÷¤¯®¢÷¤®î ª÷«ìª÷áâî
ä÷ªâ¨¢¨å §¬÷¨å.

� ¢¥¤¥¬® ª÷«ìª  ¥«¥¬¥â à¨å ¢« áâ¨¢®áâ¥© ®¯¥à â®à  äãªæ÷® «ì-
®£® § ¬¨ª ï:

• [[K]] = [K], â®¡â® ¯®¢â®à¥ § ¬¨ª ï ¥ ¤®¤ õ ®¢¨å äãªæ÷©;
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• [K1 ∩K2] ⊂ [K1] ∩ [K2], â®¡â® § ¬¨ª ï ¯¥à¥â¨ã õ ¯÷¤¬®¦¨®î
¯¥à¥â¨ã § ¬¨ª ì. � § ç¨¬®, é® à÷¢®áâ÷ ã § £ «ì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã
¬®¦¥ ¥ ¡ãâ¨ { ¤®áâ âì® à®§£«ïãâ¨ K1 = {x, 0}, K2 = {x, 1};

• [K1 ∪ K2] ⊃ [K1] ∪ [K2], â®¡â® § ¬¨ª ï ®¡'õ¤ ï õ  ¤¬®¦¨-
®î ®¡'õ¤ ï § ¬¨ª ì. �÷¢®áâ÷ ã § £ «ì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã ¥¬ õ {
¤®áâ âì® à®§£«ïãâ¨ K1 = {x}, K2 = {∨}.

�§ ç¥ï 4.4. �¥¯®à®¦÷© ª« á äãªæ÷© K ⊂ P2  §¨¢ îâì äãª-
æ÷® «ì® § ¬ª¥¨¬  ¡® ¯à®áâ® § ¬ª¥¨¬, ïªé® [K] = K.

öè¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ª« á äãªæ÷© K ⊂ P2 õ § ¬ª¥¨¬ â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷,
ª®«¨ áã¯¥à¯®§¨æ÷ï¬¨ äãªæ÷© ÷§ K ¥ ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ¿®¢¨åÀ äãªæ÷©,
ïª÷ ¥  «¥¦ âì K.

�à¨ª« ¤ 4.4. 1. �« á P2, ®ç¥¢¨¤®, § ¬ª¥¨©, ®áª÷«ìª¨ §  ¢¨§ -
ç¥ï¬ ¬÷áâ¨âì ãá÷ ¡ã«¥¢÷ äãªæ÷ù.

2. �« á¨ {0}, {0, 1}, {x}, {x, x}, {x, 1}, {x, x, 0, 1} § ¬ª¥÷.
3. �« á {x, x, 0} ¥§ ¬ª¥¨©, ®áª÷«ìª¨ 1 = 0 ∈ [{x, x, 0}].
4. �« á äãªæ÷© {x1 ∨ · · · ∨ xn : n > 1} § ¬ª¥¨©. � £®«®á¨¬®, é®

æ¥© ª« á ¥ ¬÷áâ¨âì ª®áâ â 0 â  1.

� ¢¥¤¥¬® ¤¢  ¥«¥¬¥â à÷ ä ªâ¨ é®¤® ¢« áâ¨¢®áâ÷ § ¬ª¥®áâ÷.
1. �¥å © K ⊂ P2, K 6= ∅. �®¤÷ ª« á [K] § ¬ª¥¨©.
2. �¥å © K1, K2 ⊂ P2 { § ¬ª¥÷ ª« á¨ ÷ K1 ∩ K2 6= ∅. �®¤÷ ª« á

K1 ∩K2 § ¬ª¥¨©.
� § ç¨¬®, é® ®¡'õ¤ ï § ¬ª¥¨å ª« á÷¢ ¬®¦¥ ¥ ¡ãâ¨ § ¬ª¥¨¬

ª« á®¬ { ¤®áâ âì® à®§£«ïãâ¨ K1 = {x, x}; K2 = {0}.
�§ ç¥ï 4.5. �¥¯®à®¦÷© ª« á äãªæ÷© K ⊂ P2  §¨¢ îâì äãª-

æ÷® «ì® ¯®¢¨¬  ¡® ¯à®áâ® ¯®¢¨¬, ïªé® [K] = P2.

öè¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ª« á äãªæ÷© K ⊂ P2 õ ¯®¢¨¬ â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷,
ª®«¨ áã¯¥à¯®§¨æ÷ï¬¨ äãªæ÷© ÷§ K ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ¢á÷ ¡ã«¥¢÷ äãªæ÷ù.
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�à¨ª« ¤ 4.5. 1. �« á P2, ®ç¥¢¨¤®, ¯®¢¨©.
2. �« á {∨,∧, x} ¯®¢¨©, ®áª÷«ìª¨, ïª § § ç «®áì ã ¯à¨ª« ¤÷ 4.3, ¯. 4,

¡ã¤ì-ïªã ¡ã«¥¢ã äãªæ÷î ¬®¦  § ¤ â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ����  ¡® ����,
¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ â¥å÷ªã, ®¯¨á ã ã ¯. 3.5.4. � £ ¤ õ¬®, é® ª®áâ â¨
á«÷¤ à®§£«ï¤ â¨ ®ªà¥¬®: 0 = x ∧ x; 1 = x ∨ x. �« á¨ {∨, x} â  {∧, x}
â ª®¦ ¯®¢÷, ®áª÷«ìª¨, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¯à ¢¨«® ¤¥ �®à£  , ¤¨§'îªæ÷î
¬®¦  ¢¨à §¨â¨ ç¥à¥§ ª®'îªæ÷î ÷ ¤®¯®¢¥ï,   ª®'îªæ÷î { ç¥à¥§
¤¨§'îªæ÷î ÷ ¤®¯®¢¥ï:

x ∨ y = x ∧ y; x ∧ y = x ∨ y.

3. �« á {∧,⊕, 1} õ ¯®¢¨¬, ®áª÷«ìª¨ ¤¨§'îªæ÷î ÷ ¤®¯®¢¥ï ¬®¦ 
¢¨à §¨â¨ ç¥à¥§ äãªæ÷ù æì®£®  ¡®àã §  ¤®¯®¬®£®î á¯÷¢¢÷¤®è¥ì (3.5),
ïª÷ ¢¨§ ç îâì ¯¥à¥å÷¤ ¢÷¤ ¡ã«¥¢®£® ª÷«ìæï ¤® ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨.

4. �« á {→, x} õ ¯®¢¨¬, ®áª÷«ìª¨ ¤¨§'îªæ÷î ¬®¦  ¢¨à §¨â¨ ç¥à¥§
äãªæ÷ù æì®£®  ¡®àã §  ¤®¯®¬®£®î á¯÷¢¢÷¤®è¥ï x ∨ y = x → y,  
¯®¢®â   ¡®àã {∨, x} ¢¦¥ ¢áâ ®¢«¥  (¯. 2 æì®£® ¯à¨ª« ¤ã).

5. �« á {→, 0} õ ¯®¢¨¬, ®áª÷«ìª¨ ¤®¯®¢¥ï ¬®¦  ¢¨à §¨â¨ ç¥à¥§
äãªæ÷ù æì®£®  ¡®àã §  ¤®¯®¬®£®î á¯÷¢¢÷¤®è¥ï x = x → 0,   ¯®¢®â 
 ¡®àã {→, x} ¢¦¥ ¢áâ ®¢«¥  (¯. 4 æì®£® ¯à¨ª« ¤ã).

4.2. �á®¢÷ äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥÷
ª« á¨ ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷©

öáãõ ¥áª÷ç¥  ª÷«ìª÷áâì § ¬ª¥¨å ª« á÷¢ ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷©. �®¢-
¨© ®¯¨á § ¬ª¥¨å ª« á÷¢ ã P2  ¢÷¢  ¬¥à¨ª áìª¨© ¬ â¥¬ â¨ª �¬÷«ì
�¥® �®áâ (1897{1954),   ©®£® ç¥áâì äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥÷ ª« á¨ ¢ P2

ç áâ®  §¨¢ îâì ª« á ¬¨ �®áâ  [10; 11]. � à®¡®â÷ [11] à®§£«ïãâ® ¯à¥¤¨-
ª â¨© ®¯¨á § ¬ª¥¨å ª« á÷¢ ã P2 § ã§ £ «ì¥ï¬   ¢¥ªâ®à®§ ç÷
¡ã«¥¢÷ äãªæ÷ù.
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� â¥®à÷ù äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨ ¢¨à÷è «ìã à®«ì ¢÷¤÷£à îâì ¯'ïâì
§ ¬ª¥¨å ª« á÷¢, ïª÷ ¡ã¤¥ à®§£«ïãâ® ¤ «÷.

4.2.1. �ãªæ÷ù, ïª÷ §¡¥à÷£ îâì ª®áâ âã
�§ ç¥ï 4.6. �®¢®àïâì, é® äãªæ÷ï f ∈ P2 §¡¥à÷£ õ ª®áâ âã

0, ïªé® f(0, 0, . . . , 0) = 0. �®¢®àïâì, é® äãªæ÷ï f ∈ P2 §¡¥à÷£ õ ª®-
áâ âã 1, ïªé® f(1, 1, . . . , 1) = 1. �®¦¨ã äãªæ÷©, ïª÷ §¡¥à÷£ îâì 0,
¯®§ ç îâì ç¥à¥§ T0; ¬®¦¨ã äãªæ÷©, ïª÷ §¡¥à÷£ îâì 1, ¯®§ ç îâì
ç¥à¥§ T1.

�à¨ª« ¤ 4.6. 1. �ãªæ÷ù x; x∨ y; x∧ y §¡¥à÷£ îâì ®¡¨¤¢÷ ª®áâ â¨,
â®¡â®  «¥¦ âì ®¡®¬ ª« á ¬ T0 © T1. � ª, 0 ∧ 0 = 0; 1 ∧ 1 = 1, ®â¦¥
x ∧ y ∈ T0 â  x ∧ y ∈ T1.

2. �ãªæ÷ù x → y â  x ↔ y  «¥¦ âì ª« áã T1,  «¥ ¥  «¥¦ âì T0.
� ª, 0 → 0 = 1 6= 0, 1 → 1 = 1, ®â¦¥ x → y /∈ T0, x → y ∈ T1.

3. �¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨, é® x⊕ y ∈ T0, ®¤ ª x⊕ y /∈ T1.
4. �ç¥¢¨¤®, é® x /∈ T0 â  x /∈ T1.
�¥¬  4.1. �« á¨ T0 â  T1 äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥÷.
�®¢¥¤¥ï. �áª÷«ìª¨ ®¡¨¤¢  ª« á¨ ¬÷áâïâì â®â®¦ã äãªæ÷î, ¬®¦ 

áª®à¨áâ â¨áì § ã¢ ¦¥ï¬ 4.2. �®¢¥¤¥¬® § ¬ª¥÷áâì ª« áã T0. �¥å ©
g

(n)
1 , . . . , g

(n)
m ∈ T0 â  g

(m)
0 ∈ T0. �à å®¢ãîç¨ ¢¨§ ç¥ï ä®à¬ã«¨  ¤

äãªæ÷® «ì¨¬ ª« á®¬ â  à¥§ã«ìâ â § ã¢ ¦¥ï 4.2, ¤®áâ âì® ¤®¢¥áâ¨,
é® ¤® ª« áã T0  «¥¦¨âì äãªæ÷ï

h(n)(x1, . . . , xn) = g
(m)
0 (g

(n)
1 (x1, . . . , xn), . . . , g(n)

m (x1, . . . , xn)).

�áª÷«ìª¨ g
(n)
k (0, 0, . . . , 0) = 0, 1 6 k 6 m, ¤«ï äãªæ÷ù h ®âà¨¬ãõ¬®:

h(n)(0, 0, . . . , 0) = g
(m)
0 (0, 0, . . . , 0) = 0,

â®¡â® h(n) ∈ T0, é® ¤®¢®¤¨âì äãªæ÷® «ìã § ¬ª¥÷áâì ª« áã T0. � -
«®£÷ç® ¬®¦  ¤®¢¥áâ¨ § ¬ª¥÷áâì T1 (÷§ § ¬÷®î ª®áâ â¨ 0   1).
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�¥®à¥¬  4.1 («¥¬  ¯à® äãªæ÷î, é® ¥ §¡¥à÷£ õ ª®áâ âã).
1. �¥å © f /∈ T0, f ∈ T1. �®¤÷ 1 ∈ [{f}], â®¡â® ª®áâ âã 1 ¬®¦ 

à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã«®î, é® ¬÷áâ¨âì «¨è¥ äãªæ÷î f .
2. �¥å © f /∈ T1, f ∈ T0. �®¤÷ 0 ∈ [{f}], â®¡â® ª®áâ âã 0 ¬®¦ 

à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã«®î, é® ¬÷áâ¨âì «¨è¥ äãªæ÷î f .
3. �¥å © f /∈ T0, f /∈ T1. �®¤÷ x ∈ [{f}], â®¡â® äãªæ÷î x ¬®¦ 

à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã«®î, é® ¬÷áâ¨âì «¨è¥ äãªæ÷î f .

�®¢¥¤¥ï. 1. �¥å © f (n) /∈ T0, f (n) ∈ T1. �®§£«ï¥¬® äãªæ÷î
g(x) = f(x, x, . . . , x) ∈ [{f}]. �áª÷«ìª¨ äãªæ÷ï f §¡¥à÷£ õ 1 ÷ ¥ §¡¥à÷£ õ
0, ®âà¨¬ãõ¬®:

g(0) = f(0, 0, . . . , 0) = 1; g(1) = f(1, 1, . . . , 1) = 1,

â®¡â® g(x) = 1 ¤«ï ¤®¢÷«ì®£® x ∈ {0, 1}. �â¦¥, äãªæ÷ï g ¥ª¢÷¢ «¥â 
ª®áâ â÷ 1.

2. �¥å © f /∈ T1, f ∈ T0. �®§£«ï¥¬® äãªæ÷î g(x) = f(x, x, . . . , x).
� «®£÷ç® ¯®¯¥à¥¤ì®¬ã ¯ãªâã, ®âà¨¬ãõ¬®, é® g(x) = 0 ¤«ï ¤®¢÷«ì®-
£® x ∈ {0, 1}. �â¦¥, äãªæ÷ï g ¥ª¢÷¢ «¥â  ª®áâ â÷ 0.

3. �¥å © f /∈ T0, f /∈ T1. �®¢ã à®§£«ï¥¬® äãªæ÷î g(x) = f(x, . . . , x).
�áª÷«ìª¨ äãªæ÷ï f ¥ §¡¥à÷£ õ 0 ÷ ¥ §¡¥à÷£ õ 1, ®âà¨¬ãõ¬®:

g(0) = f(0, 0, . . . , 0) = 1; g(1) = f(1, 1, . . . , 1) = 0,

â®¡â® g(x) = x ¤«ï ¤®¢÷«ì®£® x ∈ {0, 1}.
�®¢¥¤¥ï ¬ õ ª®áâàãªâ¨¢¨© å à ªâ¥à: ¬¨ ¥ ¯à®áâ® ¤®¢®¤¨¬®

¬®¦«¨¢÷áâì ®âà¨¬ â¨ ÷§ äãªæ÷ù f ª®áâ âã  ¡® ¤®¯®¢¥ï,   ¢ª §ãõ¬®
ª®ªà¥â¨© á¯®á÷¡ ùå ®âà¨¬ ï.

�à¨ª« ¤ 4.7. 1. �®§£«ï¥¬® f(x, y) = x ⊕ y. �ç¥¢¨¤®, é® f /∈ T1,
f ∈ T0. �®à¨áâãîç¨áì ¬¥â®¤®¬, § áâ®á®¢ ¨¬ ã ¤®¢¥¤¥÷ â¥®à¥¬¨ 4.1,
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®âà¨¬ãõ¬® ª®áâ âã 0: g(x) = x⊕ x = 0.
2. �®§£«ï¥¬® f(x, y) = x → y. �ç¥¢¨¤®, é® f /∈ T0, f ∈ T1. �®à¨á-

âãîç¨áì â¨¬ á ¬¨¬ ¬¥â®¤®¬, ®âà¨¬ãõ¬® ª®áâ âã 1: g(x) = x → x = 1.
3. �®§£«ï¥¬® f(x, y) = x ↓ y = x ∨ y (áâà÷«ª  �÷àá ). �ç¥¢¨¤®, é®

f /∈ T0, f /∈ T1. �®à¨áâãîç¨áì â¨¬ á ¬¨¬ ¬¥â®¤®¬, ®âà¨¬ãõ¬® ¤®¯®¢¥-
ï: g(x) = x ↓ x = x.

4.2.2. �®®â®÷ äãªæ÷ù
�  ¬®¦¨÷ {0, 1}×n, n > 1, § ä÷ªáãõ¬® ¿¯®ª®®à¤¨ â¥À ¢÷¤®è¥ï

ç áâª®¢®£® ¯®àï¤ªã:  ¡÷à a ∈ {0, 1}×n ¯¥à¥¤ãõ  ¡®àã b ∈ {0, 1}×n, ïªé®
ak 6 bk ¤«ï ¢á÷å k = 1, . . . , n; âãâ ÷  ¤ «÷ ¢¢ ¦ â¨¬¥¬®, é® 0 < 1. �«ï
¢¢¥¤¥®£® ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨¬¥¬® âà ¤¨æ÷©¥ ¯®§ -
ç¥ï a 4 b. �÷ £à ¬¨ �¥áá¥ ¤«ï ¬®¦¨ {0, 1}×1 = {0, 1}, {0, 1}×2 ÷
{0, 1}×3 ¢÷¤®á® ¢¢¥¤¥®£® ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã §®¡à ¦¥®   à¨á. 4.1.

1

0

〈{0, 1},4〉

(1, )1

(1,0) (0,1)

( ,0)0

〈{0, 1}×2,4〉

(1,1, )1

(1,1,0)
(1,0, )1

(0,1,0)

(0,1, )1

(1,0,0) (0,0,1)

(0,0,0)

〈{0, 1}×3,4〉

�¨á. 4.1

� £®«®á¨¬®, é® ¢¢¥¤¥¥ ¢÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã §  n > 2 ¥«÷÷©¥ ( -
¯à¨ª« ¤,  ¡®à¨ (0, 1) â  (1, 0) ¥¯®à÷¢ï÷).
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�§ ç¥ï 4.7. �ã«¥¢ã äãªæ÷î f (n) (n > 1)  §¨¢ îâì ¬®®â®-
®î, ïªé® f (n)(a) 6 f (n)(b) ¤«ï ¢á÷å a 4 b (a, b ∈ {0, 1}×n).

�ãªæ÷ù  à®áâ÷ 0 (ª®áâ â¨ 0 â  1) §  ¢¨§ ç¥ï¬ ¢¢ ¦ îâì ¬®-
®â®¨¬¨. �â÷¬ äãªæ÷î  à®áâ÷ 0 ¤®¤ ¢ ï¬ ä÷ªâ¨¢®£®  à£ã¬¥â 
¬®¦  §¢¥áâ¨ ¤® äãªæ÷ù  à®áâ÷ 1, ïª  ¥ª¢÷¢ «¥â  ª®áâ â÷ â  ¬®®-
â®  ¡¥§¯®á¥à¥¤ì® §  ®§ ç¥ï¬ 4.7.

�®¦¨ã ¬®®â®¨å äãªæ÷© ¯®§ ç îâì ç¥à¥§ M .

�à¨ª« ¤ 4.8. �ç¥¢¨¤®, é® x, x∨ y, x∧y ∈ M , ®áª÷«ìª¨ §¡÷«ìè¥ï
¡ã¤ì-ïª®£®  à£ã¬¥â  æ¨å äãªæ÷© ¥ §¬¥èãõ § ç¥ï äãªæ÷ù.

�à¨ª« ¤ 4.9. �ç¥¢¨¤®, é® x → y /∈ M , ®áª÷«ìª¨ 0 → 0 = 1 â 
1 → 0 = 0,  «¥ (0, 0) 4 (1, 0).

� à®¡®â÷ [12]  ¢¥¤¥® ¥ä¥ªâ¨¢¨© ª®¬¯'îâ¥à® ®à÷õâ®¢ ¨©  «£®-
à¨â¬ ¯¥à¥¢÷àª¨ ¡ã«¥¢®ù äãªæ÷ù   ¬®®â®÷áâì, ïª¨© §¢®¤¨âìáï ¤® ¯®-
à÷¢ïï § ç¥ì äãªæ÷ù «¨è¥   â ª¨å a, b ∈ {0, 1}×n, ïªé® a ¡¥§¯®á¥-
à¥¤ì® ¯¥à¥¤ãõ b.

�¥¬  4.2. �« á M äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥¨©.

�®¢¥¤¥ï. �®¢¥¤¥ï §¢®¤¨âìáï ¤® § ã¢ ¦¥ï 4.2 ÷ ¯à®¢®¤¨âìáï
  «®£÷ç® ¤®¢¥¤¥î «¥¬¨ 4.1.

�¥®à¥¬  4.2 («¥¬  ¯à® ¥¬®®â®ã äãªæ÷î). �¥å © f /∈ M .
�®¤÷ x ∈ [{f, 0, 1}], â®¡â® äãªæ÷î x ¬®¦  à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã«®î, é®
¬÷áâ¨âì «¨è¥ äãªæ÷î f â  ª®áâ â¨ 0 ÷ 1.

�®¢¥¤¥ï. �¥å © f (n) /∈ M . � § ç¨¬®, é® n > 1, ®áª÷«ìª¨ ª®-
áâ â¨ 0 â  1 { ¬®®â®÷ äãªæ÷ù. �áª÷«ìª¨ f /∈ M , ÷áãîâì  ¡®à¨
a, b ∈ {0, 1}×n, â ª÷, é® a 4 b,  «¥ f(a) > f(b). �áª÷«ìª¨ ¡ã«¥¢÷ äãªæ÷ù
 ¡ã¢ îâì «¨è¥ § ç¥ì 0 â  1, ®âà¨¬ãõ¬®: f(a) = 1, f(b) = 0.
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�¢¥¤¥¬® ã à®§£«ï¤ äãªæ÷ù gk(x), k = 1, 2, . . . , n:

gk(x) =





0, ïªé® ak = bk = 0;

1, ïªé® ak = bk = 1;

x, ïªé® ak = 0, bk = 1.

öè¨¬¨ á«®¢ ¬¨, gk(x) õ  ¡® ª®áâ â®î c ∈ {0, 1}, ïªé® ak = bk = c,
 ¡® â®â®¦®î äãªæ÷õî x, ïªé® ak 6= bk, â®¡â® ak = 0, bk = 1. �¨¯ ¤®ª
ak = 1, bk = 0 ¥¬®¦«¨¢¨©, ®áª÷«ìª¨ ak 6 bk ¤«ï ¢á÷å k = 1, 2, . . . , n.

�¥£ª® §à®§ã¬÷â¨, é® gk(0) = ak, gk(1) = bk (1 6 k 6 n), ®áª÷«ìª¨

gk(0) =





0, ïªé® ak = 0, bk ∈ {0, 1};
1, ïªé® ak = bk = 1;

gk(1) =





0, ïªé® ak = bk = 0;

1, ïªé® bk = 1, ak ∈ {0, 1}.

�¥¯¥à à®§£«ï¥¬® äãªæ÷î g(x) = f(g1(x), . . . , gn(x)). �ç¥¢¨¤®,
é® g(0) = f(g1(0), g2(0), . . . , gn(0)) = f(a1, a2, . . . , an) = f(a) = 1 â 
g(1) = f(g1(1), . . . , gn(1)) = f(b) = 0. � ª¨¬ ç¨®¬, g(0) = 1, g(1) = 0,
â®¡â® g(x) = x ¤«ï ¢á÷å x ∈ {0, 1}, é® § ¢¥àèãõ ¤®¢¥¤¥ï. � £®«®á¨¬®,
é® ª®¦  § ä®à¬ã« gk(x) (1 6 k 6 n), ïª÷ ¯÷¤áâ ¢«ïõ¬® ã f(x1, . . . , xn),
õ  ¡® §¬÷®î x,  ¡® ª®áâ â®î 0,  ¡® ª®áâ â®î 1, â®¡â® äãªæ÷ï
g(x) = x á¯à ¢¤÷ § ¤   ä®à¬ã«®î  ¤ {f, 0, 1}.

�®¢¥¤¥ï ¬ õ ª®áâàãªâ¨¢¨© å à ªâ¥à ÷ ®¯¨áãõ ª®ªà¥â¨© á¯®á÷¡
®âà¨¬ ï äãªæ÷ù x ÷§ ¤®¢÷«ì®ù ¥¬®®â®®ù äãªæ÷ù â  ª®áâ â 0 ÷ 1.

�à¨ª« ¤ 4.10. 1. �¥å © f(x1, x2) = x1 → x2. � ¡®à ¬¨, é® á¯à®-
áâ®¢ãîâì ¬®®â®÷áâì æ÷õù äãªæ÷ù, õ a = (0, 0) â  b = (1, 0). �®¤÷
ã ¯®§ ç¥ïå ¤®¢¥¤¥ï â¥®à¥¬¨ 4.2 ®âà¨¬ãõ¬®: g1(x) = x, ®áª÷«ìª¨
a1 = 0, b1 = 1, â®¡â® a1 6= b1; g2(x) = 0, ®áª÷«ìª¨ a2 = b2 = 0. �â¦¥,
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g(x) = g1(x) → g2(x) = x → 0 = x.
2. �¥å © f(x1, x2) = x1 ⊕ x2. � ¡®à ¬¨, ïª÷ á¯à®áâ®¢ãîâì ¬®®-

â®÷áâì æ÷õù äãªæ÷ù, õ,  ¯à¨ª« ¤, a = (1, 0) â  b = (1, 1), ®áª÷«ìª¨
0⊕ 1 = 1 Â 1⊕ 1 = 0. �â¦¥, g1(x) = 1, g2(x) = x, §¢÷¤ª¨ g(x) = 1⊕x = x.

4.2.3. � ¬®¤¢®ùáâ÷ äãªæ÷ù
�§ ç¥ï 4.8. �ãªæ÷õî, ¤¢®ùáâ®î ¤® äãªæ÷ù f : {0, 1}×n → {0, 1},

 §¨¢ îâì ¡ã«¥¢ã äãªæ÷î

f ∗(x1, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn).

�à¨ª« ¤ 4.11. 1. �¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã ¤® ¤®¯®¢¥ï:
(x)∗ = x = x.

2. �¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã ¤® â®â®¦®ù äãªæ÷ù: (x)∗ = x = x.
3. �¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã ¤® ¤¨§'îªæ÷ù: (x∨y)∗ = x ∨ y = x∧y.
4. �¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷ù, ¤¢®ùáâ÷ ¤® ª®áâ â: 0∗ = 0 = 1; 1∗ = 1 = 0.
5. �¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã ¤® ¥ª¢÷¢ «¥æ÷ù. �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ®ç¥-

¢¨¤÷ â®â®¦®áâ÷ x ⊕ y = x ↔ y â  x = x ⊕ 1,   â ª®¦  á®æ÷ â¨¢÷áâì ÷
ª®¬ãâ â¨¢÷áâì äãªæ÷ù (¡÷ à®ù ®¯¥à æ÷ù) ¿⊕À, ®âà¨¬ãõ¬®:

(x ↔ y)∗ = x ↔ y = x⊕ y = (x⊕ 1)⊕ (y ⊕ 1) = x⊕ y.

6. �¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã ¤® ÷¬¯«÷ª æ÷ù: (x → y)∗= x → y = x∧y.
ö§ ®§ ç¥ï ¤¢®ùáâ®ù äãªæ÷ù ¬®¦  «¥£ª® ¢¨¢¥áâ¨ â ª÷ â¢¥à¤¦¥ï:
• (f ∗)∗ = f ;
• (f ∗ = g) ⇒ (g∗ = f). � ¯à¨ª« ¤, (∨∗ = ∧) ⇒ (∧∗ = ∨),

(↔∗= ⊕) ⇒ (⊕∗ =↔).
�ªà¥¬® áä®à¬ã«îõ¬® ¯à¨æ¨¯ ¤¢®ùáâ®áâ÷ , ïª¨© â ª®¦ «¥£ª® ¢áâ -

®¢¨â¨ ÷§ ¢¨§ ç¥ï ¤¢®ùáâ®ù äãªæ÷ù: ïªé®

f(x1, . . . , xn) = h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)),
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â® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã ¤® f , ¢¨§ ç õ á¯÷¢¢÷¤®è¥ï

f ∗(x1, . . . , xn) = h∗(g∗1(x1, . . . , xn), . . . , g∗m(x1, . . . , xn));

®¤ ª®¢   à÷áâì äãªæ÷© gk (1 6 k 6 m) ¥ õ ®¡¬¥¦¥ï¬, ®áª÷«ìª¨
äãªæ÷ù ¬¥è®ù  à®áâ÷ ¬®¦  ¤®¯®¢¨â¨ ä÷ªâ¨¢¨¬¨ §¬÷¨¬¨.

� ã¢ ¦¥ï 4.3. �à¨æ¨¯ ¤¢®ùáâ®áâ÷ ¬®¦  áä®à¬ã«î¢ â¨ â ª: ïªé®
äãªæ÷ï f § ¤   ¤¥ïª®î ä®à¬ã«®î E, â® äãªæ÷î f ∗ ¬®¦  § ¤ â¨
ä®à¬ã«®î E∗, ïª  ®âà¨¬   ÷§ ä®à¬ã«¨ E § ¬÷®î ãá÷å äãªæ÷© ã áª« ¤÷
E   ¢÷¤¯®¢÷¤÷ ¤¢®ùáâ÷.

�à¨ª« ¤ 4.12. 1. �ãªæ÷ï, ¤¢®ùáâ  ¤® ÷¬¯«÷ª æ÷ù x → y = x ∨ y ¡¥§-
¯®á¥à¥¤ì® ®¡ç¨á«¥  ã ¯à¨ª« ¤÷ 4.11: (x → y)∗ = x∧ y. �¤ ª ä®à¬ã«ã
x ∧ y ¬®¦  ¡ã«® ¡ ®âà¨¬ â¨ ÷§ ä®à¬ã«¨ x ∨ y § ¬÷®î ¤¨§'îªæ÷ù  
¤¢®ùáâã äãªæ÷î, â®¡â®   ª®'îªæ÷î (¤¢®ùáâ  ¤® x §¡÷£ õâìáï ÷§ x).

2. �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¯à¨æ¨¯ ¤¢®ùáâ®áâ÷, ®¡ç¨á«¨¬® äãªæ÷î, ¤¢®ùáâã
¤® äãªæ÷ù f(x, y, z) = (x∨y)⊕z. �áª÷«ìª¨ ∨∗ = ∧ â  ⊕∗ = ↔, ®âà¨¬ãõ¬®:
f ∗(x, y, z) = ((x ∨ y)⊕ z)∗ = (x ∧ y) ↔ z.

�§ ç¥ï 4.9. �ã«¥¢ã äãªæ÷î f  §¨¢ îâì á ¬®¤¢®ùáâ®î, ïªé®
f ∗ = f . �®¦¨ã á ¬®¤¢®ùáâ¨å äãªæ÷© ¯®§ ç îâì ç¥à¥§ S.

�à¨ª« ¤ 4.13. 1. �®â®¦  äãªæ÷ï x â  ¤®¯®¢¥ï x á ¬®¤¢®ùáâ÷.
2. �¨§'îªæ÷ï, ¥ª¢÷¢ «¥æ÷ï â  ÷¬¯«÷ª æ÷ï ¥á ¬®¤¢®ùáâ÷. �§ £ «÷, «¥£-

ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨, é® á¥à¥¤ äãªæ÷© ¤¢®å ÷áâ®â¨å §¬÷¨å ¥¬ õ ¦®¤®ù
á ¬®¤¢®ùáâ®ù.

3. �®§£«ï¥¬® äãªæ÷î M(x, y, z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ∧ (y ∨ z). �ç¥-
¢¨¤®, é® M∗(x, y, z) = m(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z). �¤ ª
â®â®¦÷áâì M(x, y, z) = m(x, y, z) «¥£ª® ¢áâ ®¢¨â¨ ¡¥§¯®á¥à¥¤ì®, áª®-
à¨áâ ¢è¨áì § ª®®¬ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷,  ¡® ®âà¨¬ â¨ ÷§ â¥®à¥¬¨ 2.8, ïª 
¢¨ª®ãõâìáï ¢ ¤®¢÷«ì÷© ¬®¤ã«ïà÷© à¥è÷âæ÷,   ®â¦¥ ÷ ¢ ¡ã«¥¢÷©  «£¥¡à÷〈{0, 1},∨,∧, , 0, 1

〉
. � ª¨¬ ç¨®¬, M(x, y, z) = m(x, y, z) ∈ S.
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� ¬®¤¢®ùáâ÷áâì ¡ã«¥¢®ù äãªæ÷ù f (n) «¥£ª® ¯¥à¥¢÷à¨â¨ §  ùù ¢¥ªâ®-
à®¬ § ç¥ì, ®áª÷«ìª¨ ¯à®â¨«¥¦÷  ¡®à¨ (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}×n â 
(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}×n à®§¬÷é¥÷ á¨¬¥âà¨ç® ¢÷¤®á® á¥à¥¤¨¨ â ¡«¨æ÷
÷áâ¨®áâ÷. �¯à ¢¤÷, ¤«ï n = 2 ¬ õ¬® à®§â èã¢ ï  ¡®à÷¢ (§  §à®áâ -
ï¬ ã ¤¢÷©ª®¢÷© á¨áâ¥¬÷) (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), ÷ ¤¢÷ ¯ à¨ ¯à®â¨«¥¦¨å
 ¡®à÷¢ (0, 0){(1, 1) â  (0, 1){(1, 0) à®§¬÷é¥÷ á¨¬¥âà¨ç® ¢÷¤®á® á¥à¥¤¨-
¨; ã § £ «ì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã æ¥© ä ªâ ¬®¦  ¤®¢¥áâ¨,  ¯à¨ª« ¤, ÷¤ãª-
æ÷õî §  n. �¥¯¥à ®ç¥¢¨¤®, é® ¢¥ªâ®à § ç¥ì á ¬®¤¢®ùáâ®ù äãªæ÷ù f (n)

¬ õ ¢¨£«ï¤ (c0, c1, . . . , c2n−1−1, c2n−1−1, c1, c0) {   ¯à®â¨«¥¦¨å  ¡®à å
äãªæ÷ï  ¡ã¢ õ ¯à®â¨«¥¦¨å § ç¥ì.

�à¨ª« ¤ 4.14. 1. �ãªæ÷ï  à®áâ÷ 3 § ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì (01110000)

¥á ¬®¤¢®ùáâ , ®áª÷«ìª¨   ¯à®â¨«¥¦¨å  ¡®à å (000) â  (111) (¯¥àè  ÷
®áâ ï ª®®à¤¨ â¨ ã ¢¥ªâ®à÷ § ç¥ì) äãªæ÷ï  ¡ã¢ õ § ç¥ï 0.

2. �¥à¥¤ äãªæ÷©  à®áâ÷ n ÷áãõ 22n−1 á ¬®¤¢®ùáâ¨å, ®áª÷«ìª¨ ¢¥ªâ®à
§ ç¥ì á ¬®¤¢®ùáâ®ù äãªæ÷ù ®¤®§ ç® ¢¨§ ç õâìáï § ç¥ï¬¨  
¯®«®¢¨÷  ¡®à÷¢, â®¡â®   2n−1  ¡®à å. �®ªà¥¬ , á¥à¥¤ ¡÷ à¨å äãª-
æ÷© (¢à å®¢ãîç¨ ä÷ªâ¨¢÷  à£ã¬¥â¨) ÷áãõ 222−1

= 4 äãªæ÷ù, ïª÷ ¢¨§ -
ç îâìáï ¢¥ªâ®à ¬¨ (0011), (0101), (1010) â  (1100). ö§ â ¡«. 4.2 ¡ ç¨¬®,
é® æ¥ äãªæ÷ù f3(x, y) = x; f5(x, y) = y; f10(x, y) = y; f12(x, y) = x; ãá÷
æ÷ äãªæ÷ù ¬ îâì ä÷ªâ¨¢¨©  à£ã¬¥â, â®¡â®, ïª § § ç «®áì ã ¯à¨ª« -
¤÷ 4.13, ¥ ÷áãõ ¦®¤®ù á ¬®¤¢®ùáâ®ù äãªæ÷ù ¤¢®å ÷áâ®â¨å  à£ã¬¥â÷¢.

�¥¬  4.3. �« á S äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥¨©.
�®¢¥¤¥ï. � ãà åã¢ ï¬ § ã¢ ¦¥ï 4.2, â¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¢¨¯«¨-

¢ õ ÷§ ¯à¨æ¨¯ã ¤¢®ùáâ®áâ÷.
�¥®à¥¬  4.3 («¥¬  ¯à® ¥á ¬®¤¢®ùáâã äãªæ÷î). �¥å © f /∈ S.

�®¤÷ 0, 1 ∈ [{f, x}], â®¡â® ª®áâ â¨ 0 â  1 ¬®¦  à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à-
¬ã«®î, é® ¬÷áâ¨âì «¨è¥ äãªæ÷ù f â  x.

�®¢¥¤¥ï. �¥å © f (n) /∈ S. � § ç¨¬®, é® ¤«ï ¤®¢¥¤¥ï ¤®áâ âì®
®âà¨¬ â¨ ÷§ äãªæ÷© f â  x å®ç  ¡ ®¤ã ÷§ ª®áâ â 0  ¡® 1, ®áª÷«ì-
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ª¨ ¤àã£ã ª®áâ âã ®âà¨¬ãõ¬®, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¤®¯®¢¥ï. � § ç¨¬®,
é® ¢¨¯ ¤®ª n = 0 âà¨¢÷ «ì¨©, ®áª÷«ìª¨ â®¤÷ äãªæ÷ï f õ ª®áâ â®î 0

 ¡® ª®áâ â®î 1. �â¦¥, ¢¢ ¦ â¨¬¥¬®, é® n > 1.
�áª÷«ìª¨ f (n) /∈ S, ÷áãõ â ª¨©  ¡÷à a ∈ {0, 1}×n, é® f(a) 6= f ∗(a).

�à å®¢ãîç¨ ¢¨§ ç¥ï ¤¢®ùáâ®ù äãªæ÷ù, ¬ õ¬®:

f(a1, . . . , an) 6= f(a1, . . . , an).

�áª÷«ìª¨ ¡ã«¥¢  äãªæ÷ï ¬®¦¥  ¡ã¢ â¨ «¨è¥ ¤¢®å § ç¥ì,   § áâ®-
áã¢ ï ¤®¯®¢¥ï §¬÷îõ § ç¥ï, ®âà¨¬ãõ¬®:

f(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an) = c,

¤¥ c ∈ {0, 1} { ä÷ªá®¢   ª®áâ â . �®§£«ï¥¬® ã àã äãªæ÷î
g(x) = f(x⊕ a1, x⊕ a2, . . . , x⊕ an). �ç¥¢¨¤®, é®

g(0) = f(a1, . . . , an) = c; g(1) = f(a1, . . . , an) = c,

â®¡â® g(0) = g(1) = c. �â¦¥, g(x) = c ¤«ï ãá÷å x ∈ {0, 1}. � § ç¨¬®, é®
ª®¦  § äãªæ÷© x⊕ ak (1 6 k 6 n), é® ùå ¯÷¤áâ ¢«ïõ¬® ¢ f(x1, . . . , xn),
õ  ¡® §¬÷®î x,  ¡® äãªæ÷õî x, â®¡â® äãªæ÷ï g(x) = c á¯à ¢¤÷ § ¤  
ä®à¬ã«®î  ¤ {f, x}. �â¦¥, ®âà¨¬ ® ®¤ã § ª®áâ â ÷§ {0, 1}, ¤àã£ã
ª®áâ âã ®âà¨¬ãõ¬® ä®à¬ã«®î c, é® § ¢¥àèãõ ¤®¢¥¤¥ï «¥¬¨.

� £®«®á¨¬®   ª®áâàãªâ¨¢®áâ÷ ¤®¢¥¤¥ï, é®  ¤ õ ª®ªà¥â¨©
á¯®á÷¡ ®âà¨¬ ï ª®áâ â 0 â  1 ÷§ ¤®¢÷«ì®ù äãªæ÷ù f /∈ S â  äãªæ÷ù x.

�à¨ª« ¤ 4.15. �®§£«ï¥¬® äãªæ÷î f(x1, x2) = x1 ∨ x2. �ç¥¢¨¤®,
é® f ∗(x1, x2) = x1∧x2. �«ï á¯à®áâã¢ ï á ¬®¤¢®ùáâ®áâ÷ f ¬®¦  ¢§ïâ¨,
 ¯à¨ª« ¤,  ¡÷à a = (0, 1). �âà¨¬ãõ¬®:

g(x) = f(x⊕ 0, x⊕ 1) = f(x, x) = x ∨ x = 1.

�â¦¥, ®âà¨¬ «¨ ª®áâ âã 1 = f(x, x); ª®áâ âã 0 ®âà¨¬ãõ¬®, § -
áâ®áã¢ ¢è¨ ¤®¯®¢¥ï: 0 = 1 = f(x, x).
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4.2.4. �®«÷®¬ �¥£ «ª÷ . �÷÷©÷ äãªæ÷ù

�®§£«ï¥¬® ä®à¬ã«¨  ¤  ¡®à®¬ {⊕,∧, 0, 1}. �÷¤®¬® (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤
3.4), é® ¬®¦¨  {0, 1} ãâ¢®àîõ ª÷«ìæ¥ §  ¤®¤ ¢ ï¬ ¿⊕À â  ¬®¦¥-
ï¬ ¿∧À. �à÷õâãîç¨áì   âà ¤¨æ÷©÷ ¯®§ ç¥ï, ¯à¨©ïâ÷ ¢ â¥®à÷ù ª÷-
«¥æì, ¤«ï ®¯¥à æ÷ù ¿∧À ¡ã¤¥¬® ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨ ¯®§ ç¥ï ¿·À. �à å®-
¢ãîç¨ ª®¬ãâ â¨¢÷áâì â   á®æ÷ â¨¢÷áâì ®¯¥à æ÷© ¿⊕À â  ¿·À, ¥ à®§à÷§-
ïâ¨¬¥¬® ä®à¬ã«¨, ïª÷ à÷§ïâìáï «¨è¥ ¯®àï¤ª®¬  à£ã¬¥â÷¢ æ¨å ®¯¥-
à æ÷©, ÷ ®¯ãáª â¨¬¥¬® ¤ã¦ª¨ ã ä®à¬ã« å § ¯®á«÷¤®¢¨¬ § áâ®áã¢ ï¬
®¤÷õù ÷§ æ¨å ®¯¥à æ÷©. � ª, ¥ ¡ã¤¥¬® à®§à÷§ïâ¨ ä®à¬ã«¨ x⊕ (y⊕ z) â 
(x⊕ z)⊕ y; x · (y · z) â  (x · z) · y, ÷ § ¯¨áã¢ â¨¬¥¬® æ÷ ä®à¬ã«¨ ¡¥§ ¤ã¦®ª:
x⊕y⊕z â  x ·y ·z. �à÷¬ â®£®, ¢¢ ¦ â¨¬¥¬® ¯à÷®à¨â¥â ®¯¥à æ÷ù ¿·À ¢¨é¨¬
§  ¯à÷®à¨â¥â ¿⊕À, ®¯ãáª îç¨ ¤ã¦ª¨ § ®¡®å ¡®ª÷¢ ä®à¬ã«¨ ÷§ §®¢÷èì®î
®¯¥à æ÷õî ¿·À. � ª, § ¬÷áâì x⊕(y ·z) ¯¨á â¨¬¥¬® x⊕y ·z. � à¥èâ÷, ïªé®
 à£ã¬¥â ¬¨ ¿·À õ §¬÷÷, á¨¬¢®« ¿·À ÷®¤÷ ®¯ãáª â¨¬¥¬®, â®¡â® § ¬÷áâì
a · x · y ç áâ÷è¥ ¯¨á â¨¬¥¬® axy.

�§ ç¥ï 4.10. �®«÷®¬®¬ �¥£ «ª÷ 1 § n §¬÷¨¬¨  §¨¢ îâì
ä®à¬ã«ã

a⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ · · · ⊕ anxn ⊕ a1,2x1x2 ⊕ a1,3x1x3 ⊕ · · · ⊕ an−1,nxn−1xn⊕
⊕a1,2,3x1x2x3 ⊕ · · · ⊕ an−2,n−1,nxn−2xn−1xn ⊕ · · · ⊕ a1,2,...,nx1x2 · · ·xn,

¤¥ aj1,j2,...,jk
(0 6 k 6 n) { ä÷ªá®¢ ÷ ª®¥ä÷æ÷õâ¨ 0  ¡® 1.

�«ï âà¨¢÷ «ì®£® ¢¨¯ ¤ªã n = 0 ¯®«÷®¬ �¥£ «ª÷  ¬ õ ¢¨£«ï¤ a,
â®¡â® õ ª®áâ â®î 0  ¡® 1. � ¢¥¤¥¬® § £ «ì¨© ¢¨£«ï¤ ¯®«÷®¬÷¢ �¥-
£ «ª÷  ¤«ï ¢¨¯ ¤ª÷¢ n = 1, 2, 3, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ ¤«ï §¬÷¨å âà ¤¨æ÷©÷
¯®§ ç¥ï x, y, z:

1�¥£ «ª÷ ö¢  ö¢ ®¢¨ç (1869{1947) { à ¤ïáìª¨© ¬ â¥¬ â¨ª,  ¢â®à à®¡÷â § ¬ â¥-
¬ â¨ç®ù «®£÷ª¨ â  ®á®¢ ¬ â¥¬ â¨ª¨; § ¯à®¯®ã¢ ¢ à®§£«ï¤ â¨ ¬ â¥¬ â¨çã «®£÷ªã
ïª  «£¥¡àã «¨èª÷¢ §  ¬®¤ã«¥¬ 2, ïªã ã  è ç á  §¨¢ îâì  «£¥¡à®î �¥£ «ª÷ .
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f (1)(x) = a⊕ a1x;
f (2)(x, y) = a⊕ a1x⊕ a2y ⊕ a1,2xy;
f (3)(x, y, z) = a⊕ a1x⊕ a2y ⊕ a3z ⊕ a1,2xy ⊕ a1,3xz ⊕ a2,3yz ⊕ a1,2,3xyz.
� § ç¨¬®, é® ¯®«÷®¬ �¥£ «ª÷  ¬®¦  à®§£«ï¤ â¨ ïª áã¬ã (§  ®¯¥-

à æ÷õî ¿⊕À) ª®'îªâ÷¢ ¢¨£«ï¤ã xj1xj2 · · · xjk
{ â ª¨© ª®'îªâ ¢å®¤¨âì

¤® ¯®«÷®¬  â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ aj1,j2,...,jk
= 1; ïªé® aj1,j2,...,jk

= 0,
¢÷¤¯®¢÷¤¨© ª®'îªâ xj1xj2 · · ·xjk

¤® ¯®«÷®¬  ¥ ¢å®¤¨âì. � § ç¨¬®,
é® ª®¥ä÷æ÷õâã a ¢÷¤¯®¢÷¤ õ ¯®à®¦÷© ª®'îªâ 1.

�à¨ª« ¤ 4.16. � ¢¥¤¥¬® §®¡à ¦¥ï ã ¢¨£«ï¤÷ ¯®«÷®¬÷¢ �¥£ «ª÷-
  ¤«ï ¤¥ïª¨å ¯à®áâ¨å äãªæ÷©, ïª÷ «¥£ª® ¢áâ ®¢¨â¨ ÷§ â®â®¦®áâ¥© 3.5:

x = 1⊕ x;
x ∨ y = x⊕ y ⊕ xy;
x ↔ y = x⊕ y = 1⊕ x⊕ y;
x → y = x ∨ y = x ∧ y = 1⊕ x · (1⊕ y) = 1⊕ x⊕ xy.
�¥®à¥¬  4.4. �ã¤ì-ïªã ¡ã«¥¢ã äãªæ÷î ¬®¦  §®¡à §¨â¨ ã ¢¨£«ï¤÷

¯®«÷®¬  �¥£ «ª÷  õ¤¨¨¬ á¯®á®¡®¬ (§ â®ç÷áâî ¤® ¯¥à¥áâ ¢«¥ï
 à£ã¬¥â÷¢ ®¯¥à æ÷© ¿⊕À â  ¿·À).

�®¢¥¤¥ï. �®¦«¨¢÷áâì §®¡à ¦¥ï ¢¨¯«¨¢ õ ÷§ â®£®, é® ¡ã¤ì-ïªã
¡ã«¥¢ã äãªæ÷î ¬®¦  ¯®¤ â¨ ã ¢¨£«ï¤÷ ����  ¡® ����, ¢¨ª®à¨áâ®-
¢ãîç¨ â¥å÷ªã, ®¯¨á ã ã ¯÷¤à®§¤÷«÷ 3.5.4. �«ï ¤¨§'îªæ÷ù ÷ ¤®¯®¢¥ï
¯®«÷®¬¨ �¥£ «ª÷   ¢¥¤¥÷ ã ¯à¨ª« ¤÷ 4.16, ¢÷¤â ª ¤®áâ âì® ¿à®§ªà¨-
â¨ ¤ã¦ª¨À §  § ª®®¬ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ÷, á¯à®áâ¨â¨ ¤®¤ ª¨ §  ÷¤¥¬¯®-
â¥â÷áâî x · x = x â  ¿§¢¥áâ¨ ¯®¤÷¡÷ ç«¥¨À §  § ª®®¬ x⊕ x = 0.

�«ï ¤®¢¥¤¥ï õ¤¨®áâ÷ §®¡à ¦¥ï äãªæ÷ù ã ¢¨£«ï¤÷ ¯®«÷®¬  �¥-
£ «ª÷  ¤®áâ âì® ¯®à÷¢ïâ¨ ª÷«ìª÷áâì ¯®«÷®¬÷¢ �¥£ «ª÷  § n §¬÷¨-
¬¨ ÷ ª÷«ìª÷áâì ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© ä÷ªá®¢ ®ù  à®áâ÷ n. ö§ ª®¬¡÷ â®à®£®
¯à¨æ¨¯ã ¤®¡ãâªã «¥£ª® ¢áâ ®¢¨â¨, é®  ¤ §¬÷¨¬¨ x1, x2, . . . , xn ÷á-
ãõ ¢ â®ç®áâ÷ 2n ª®'îªâ÷¢ xj1xj2 · · ·xjk

(0 6 k 6 n), ®áª÷«ìª¨ ¤«ï
ª®¦®ù ÷§ n §¬÷¨å ¯÷¤ ç á ä®à¬ã¢ ï ª®'îªâ  ÷áãõ ¤¢  ¢ à÷ â¨ {
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4.2. �á®¢÷ äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥÷ ª« á¨ ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷©

¢å®¤¨â¨  ¡® ¥ ¢å®¤¨â¨ ¤® ª®'îªâ . �®¦¥ ÷§ æ¨å 2n ª®'îªâ÷¢ ¬®-
¦¥ ¢å®¤¨â¨  ¡® ¥ ¢å®¤¨â¨ ¤® ¯®«÷®¬ , §¢÷¤ª¨ ®âà¨¬ãõ¬® 22n á¯®á®¡÷¢
¯®¡ã¤®¢¨ ¯®«÷®¬  �¥£ «ª÷  § n §¬÷¨¬¨. �â¦¥, ª÷«ìª÷áâì ¯®«÷®¬÷¢
�¥£ «ª÷  § n §¬÷¨¬¨ §¡÷£ õâìáï ÷§ ª÷«ìª÷áâî ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷©  à®á-
â÷ n (¤¨¢. ¢¯à ¢ã 4.1). �à å®¢ãîç¨, é® ¤«ï ª®¦®ù ¡ã«¥¢®ù äãªæ÷ù f (n)

÷áãõ ¯à¨ ©¬÷ ®¤¨ á¯®á÷¡ §®¡à ¦¥ï ã ¢¨£«ï¤÷ ¯®«÷®¬  �¥£ «ª÷ ,
®âà¨¬ãõ¬® õ¤¨÷áâì ¯®«÷®¬  �¥£ «ª÷  ¤«ï ª®¦®ù äãªæ÷ù f (n). �â¦¥,
â¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

�ã¤ã¢ â¨ ¯®«÷®¬¨ �¥£ «ª÷  ç¥à¥§ ���  ¡® ��� (§®ªà¥¬  ç¥à¥§
����  ¡® ����) ¬®¦ ,  «¥ æ¥ ¤®á¨âì ¥¥ä¥ªâ¨¢®. �ªé® äãªæ÷ï
§ ¤   ä®à¬ã«®î, á«÷¤ èãª â¨ á¯®á®¡¨ ¥ª¢÷¢ «¥â¨å ¯¥à¥â¢®à¥ì æ÷õù
ä®à¬ã«¨, é®¡ ®âà¨¬ â¨ áª« ¤®¢÷ ç áâ¨¨ ÷§ ¯à®áâ¨¬¨ ¯®«÷®¬ ¬¨ �¥-
£ «ª÷ . � ª, ¤¨§'îªæ÷î ÷®¤÷ §àãç® §¢¥áâ¨ ¤® ª®'îªæ÷ù §  § ª®®¬
¤¥ �®à£  , ®áª÷«ìª¨ ª®'îªæ÷ï ÷ ¤®¯®¢¥ï ¬ îâì ¤ã¦¥ ¯à®áâ÷ §®¡à -
¦¥ï ã ¢¨£«ï¤÷ ¯®«÷®¬  �¥£ «ª÷ ; ¥ª¢÷¢ «¥æ÷î á«÷¤ ¥ à®§¯¨áã¢ â¨
ç¥à¥§ ¤¨§'îªæ÷î, ª®'îªæ÷î ÷ ¤®¯®¢¥ï,   §®¡à §¨â¨ ïª ¤®¯®¢¥ï
¤® ¿⊕À, ®âà¨¬ãîç¨ ¢¨à § â¨¯ã 1⊕A⊕B, { æ÷ ¯à¨©®¬¨ ¯à®¤¥¬®áâà®¢ ®
ã ¯à¨ª« ¤÷ 4.16 ¤«ï ÷¬¯«÷ª æ÷ù â  ¥ª¢÷¢ «¥æ÷ù.

�à¨ª« ¤ 4.17. 1. �®à¨áâãîç¨áì  ¢¥¤¥¨¬¨ à¥ª®¬¥¤ æ÷ï¬¨, § ©-
¤¥¬® ¯®«÷®¬ �¥£ «ª÷  ¤«ï äãªæ÷ù f(x, y, z) = x ∨ (y ↔ z):

x ∨ (y ↔ z) = x ∧ y ↔ z = 1⊕ x · (y ⊕ z) = 1⊕ xy ⊕ xz.

2. �«ï äãªæ÷ù f(x, y) = x ↔ (x ∨ y) ®âà¨¬ãõ¬®:

x ↔ (x ∨ y) = x⊕ (x⊕ y ⊕ xy) = 1⊕ 1⊕ x⊕ x⊕ y ⊕ xy = y ⊕ xy.

�  è ç á à®§à®¡«¥® ¥ä¥ªâ¨¢÷ ã÷¢¥àá «ì÷ ¬¥â®¤¨ ®¡ç¨á«¥ï ª®¥-
ä÷æ÷õâ÷¢ ¯®«÷®¬  �¥£ «ª÷  §  ¢¥ªâ®à®¬ § ç¥ì ¢¨å÷¤®ù äãªæ÷ù [12].

�§ ç¥ï 4.11. �ã«¥¢ã äãªæ÷î f (n)  §¨¢ îâì «÷÷©®î, ïªé®
ùù ¯®«÷®¬ �¥£ «ª÷  ¬÷áâ¨âì «¨è¥ ª®'îªâ¨ ¥ ¡÷«ìè¥ ÷¦ § ®¤÷õî
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§¬÷®î: f (n)(x1, x2, . . . , xn) = a ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ · · · ⊕ anxn. �®¦¨ã
«÷÷©¨å äãªæ÷© ¯®§ ç îâì ç¥à¥§ L.

�à¨ª« ¤ 4.18. 1. �ãªæ÷ù 0, 1, x, x, x ⊕ y, x ↔ y «÷÷©÷, ®áª÷«ìª¨
ùå ¯®«÷®¬¨ �¥£ «ª÷  ¥ ¬÷áâïâì ÷è¨å ª®'îªâ÷¢, ®ªà÷¬ ¯®à®¦ì®£®
ª®'îªâ  1 â  ª®'îªâ÷¢ § ®¤÷õî §¬÷®î x â  y. � § ç¨¬®, é® äãª-
æ÷ï 0 ¥ ¬÷áâ¨âì ¦®¤®£® ª®'îªâ ,   ®â¦¥ §  ¢¨§ ç¥ï¬ õ «÷÷©®î.

2. �ãªæ÷ù x∧ y = xy; x∨ y = x⊕ y⊕xy; x → y = 1⊕x⊕xy ¥«÷÷©÷,
®áª÷«ìª¨ ùå ¯®«÷®¬¨ �¥£ «ª÷  ¬÷áâïâì ¿¥«÷÷©¨©À ª®'îªâ xy.

�¥¬  4.4. �« á L äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥¨©.
�®¢¥¤¥ï. � ãà åã¢ ï¬ § ã¢ ¦¥ï 4.2, â¢¥à¤¦¥ï «¥¬¨ ¢¨¯«¨-

¢ õ ÷§ «÷÷©®áâ÷ áã¯¥à¯®§¨æ÷ù «÷÷©¨å äãªæ÷©.
�¥®à¥¬  4.5 («¥¬  ¯à® ¥«÷÷©ã äãªæ÷î). �¥å © f /∈ L. �®¤÷

x∧ y ∈ [{f, x, 0}], â®¡â® ª®'îªæ÷î ¬®¦  à¥ «÷§ã¢ â¨ ä®à¬ã«®î, é®
¬÷áâ¨âì «¨è¥ äãªæ÷ù f , x â  0.

�®¢¥¤¥ï. �¥å © f (n) /∈ L, n > 2 (¢á÷ äãªæ÷ù  à®áâ÷ 0 â  1 «÷÷©-
÷). �¯®ç âªã ¤®¢¥¤¥¬®, é® áã¯¥à¯®§¨æ÷õî äãªæ÷ù f (n) â  ª®áâ â¨ 0

(äãªæ÷ï x   æì®¬ã ¥â ¯÷ ¥ ¯®âà÷¡ ) ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ¤¥ïªã ¥«÷÷©ã
äãªæ÷î  à®áâ÷ 2. �áª÷«ìª¨ äãªæ÷ï f ¥«÷÷© , ùù ¯®«÷®¬ �¥£ «ª÷ 
¬ õ ¬÷áâ¨â¨ ¯à¨ ©¬÷ ®¤¨ ¥«÷÷©¨© ª®'îªâ, â®¡â® ª®'îªâ ¤®¢-
¦¨®î 2  ¡® ¡÷«ìè¥. �¥à¥¤ ¥«÷÷©¨å ª®'îªâ÷¢ äãªæ÷ù f § ä÷ªáãõ¬®
ª®'îªâ E  ©¬¥è®ù ¤®¢¦¨¨ m (®ç¥¢¨¤®, 2 6 m 6 n); ïªé® ¯®«÷®¬
¬÷áâ¨âì ¤¥ª÷«ìª  ¥«÷÷©¨å ª®'îªâ÷¢ ®¤ ª®¢®ù ¬÷÷¬ «ì®ù ¤®¢¦¨¨
m ( ¯à¨ª« ¤, ¤¥ª÷«ìª  ª®'îªâ÷¢ ¤®¢¦¨®î m = 2), § ä÷ªáãõ¬® ¡ã¤ì-
ïª¨© ÷§ ¨å. �¥§ ¢âà â¨ § £ «ì®áâ÷ ¬®¦  ¢¢ ¦ â¨, é® § ä÷ªá®¢ ¨©
ª®'îªâ E ¬÷áâ¨âì §¬÷÷ x1, x2, . . . , xm:

f(x1, . . . , xn) = a⊕ xj1 ⊕ · · · ⊕ xjk︸ ︷︷ ︸
«÷÷©  ç áâ¨ 

⊕ x1x2 · · · xm︸ ︷︷ ︸
ª®'îªâ E

⊕

⊕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸
÷è÷ ª®'îªâ¨ ¤®¢¦¨¨ m  ¡® ¡÷«ìè¥

.
(4.1)
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4.2. �á®¢÷ äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥÷ ª« á¨ ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷©

�®§£«ï¥¬® ¡÷ àã äãªæ÷î

g(x, y) = f (n)(x, y, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

),

®âà¨¬ ã ÷§ f(x1, . . . , xn) ¯÷¤áâ ®¢ª®î x § ¬÷áâì x1, y § ¬÷áâì x2, . . . , xm

â  0 § ¬÷áâì xm+1, . . . , xn. �  â ª®ù § ¬÷¨ «÷÷©  ç áâ¨  ¯®«÷®-
¬  (4.1) § «¨è¨âìáï «÷÷©®î, ª®'îªâ E(x1, . . . , xm)  ¡ã¤¥ ¢¨£«ï¤ã
E(x, y, y, . . . , y) = xy,   ¢á÷ ÷è÷ ¥«÷÷©÷ ª®'îªâ¨ áâ ãâì â®â®¦¨¬
ã«¥¬, ®áª÷«ìª¨ ª®¦¥ § ¨å ¬ õ ¤®¢¦¨ã ¥ ¬¥è¥ §  m ÷ õ ¢÷¤¬÷-
¨¬ ¢÷¤ E(x1, . . . , xm),   ®â¦¥ ¬÷áâ¨âì ¯à¨ ©¬÷ ®¤ã §¬÷ã §÷ á¯¨áªã
xm+1, . . . , xn. � ª¨¬ ç¨®¬, ¯®«÷®¬ �¥£ «ª÷  ¤«ï g(x, y) ¬ õ ¢¨£«ï¤:

g(x, y) = a⊕ a1x⊕ a2y ⊕ xy, (4.2)

â®¡â® g(x, y) /∈ L. � § ç¨¬®, é® §  ¯®¡ã¤®¢®î g ∈ [{f, 0}], â®¡â® ÷§
äãªæ÷ù f (n) â  ª®áâ â¨ 0 ®âà¨¬ ® ¡÷ àã ¥«÷÷©ã äãªæ÷î g(2).

�¥¯¥à ¤«ï ¤®¢¥¤¥ï â¥®à¥¬¨ ¤®áâ âì® à¥ «÷§ã¢ â¨ ª®'îªæ÷î
x ∧ y = xy ïª áã¯¥à¯®§¨æ÷î äãªæ÷© g(x, y) â  x (ª®áâ â  0  
æì®¬ã ¥â ¯÷ ¥ § ¤®¡¨âìáï). �®ª ¦¥¬®, é® ÷áãîâì â ª÷ ª®áâ â¨
g,g1, g2 ∈ {0, 1}, é®

g(x⊕ g1, y ⊕ g2)⊕ g = xy. (4.3)

�¨ª®à¨áâ ¢è¨ à®§ª« ¤ (4.2), ®âà¨¬ãõ¬®:

g(x⊕g1, y⊕g2)⊕g = (a⊕a1g1⊕a2g2⊕g1g2⊕g)⊕(a1⊕g2)·x⊕(a2⊕g1)·y⊕xy.

�«ï § ¡¥§¯¥ç¥ï à÷¢®áâ÷ (4.3) ®âà¨¬ãõ¬® á¨áâ¥¬ã à÷¢ïì




a1 ⊕ g2 = 0;

a2 ⊕ g1 = 0;

a⊕ a1g1 ⊕ a2g2 ⊕ g1g2 ⊕ g = 0,
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ïª  ¬ õ õ¤¨¨© à®§¢'ï§®ª ¢÷¤®á® g,g1,g2:




g1 = a2;

g2 = a1;

g = a⊕ a1a2.

�¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.
� § ç¨¬®, é® ¤«ï ¯®¡ã¤®¢¨ ª®'îªæ÷ù ¡ã«® ¢¨ª®à¨áâ ® äãªæ÷î

h(z) = c⊕ z, ïª  § «¥¦® ¢÷¤ ¯ à ¬¥âà  c ∈ {0, 1} §¡÷£ õâìáï § â®â®¦®î
äãªæ÷õî (h(z) = z, ïªé® c = 0)  ¡® § ¤®¯®¢¥ï¬ (h(z) = z, ïªé®
c = 1), â®¡â® h(z) ¬®¦  ¢¨ª®à¨áâ®¢ã¢ â¨ ¤«ï ¯®¡ã¤®¢¨ xy ïª áã¯¥à¯®-
§¨æ÷ù äãªæ÷© g(x, y) â  x.

�¢¥à¥¬® ã¢ £ã   ª®áâàãªâ¨¢÷áâì ¤®¢¥¤¥ï: ®âà¨¬ ® ª®ªà¥â-
¨© á¯®á÷¡ ¯®¡ã¤®¢¨ ª®'îªæ÷ù ÷§ ¤®¢÷«ì®ù ¥«÷÷©®ù äãªæ÷ù, ª®áâ â¨
0 â  äãªæ÷ù x.

�à¨ª« ¤ 4.19. �®¡ã¤ãõ¬® ª®'îªæ÷î x∧ y ïª áã¯¥à¯®§¨æ÷î äãª-
æ÷ù f(x1, x2, x3, x4) = x1 ⊕ x3 ⊕ x1x3x4 ⊕ x2x3x4 ⊕ x1x2x3x4, ª®áâ â¨ 0 ÷
äãªæ÷ù x. �¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ áå¥¬ã ¤®¢¥¤¥ï «¥¬¨ ¯à® ¥«÷÷©ã äãª-
æ÷î, á¯®ç âªã ¯®¡ã¤ãõ¬® ÷§ f â  ª®áâ â¨ 0 ¡÷ àã ¥«÷÷©ã äãªæ÷î
g(x, y). �ãªæ÷ï f § ¤   ¯®«÷®¬®¬ �¥£ «ª÷ , ïª¨© ¬÷áâ¨âì 2 ¥«÷-
÷©¨å ª®'îªâ¨ § âàì®¬  §¬÷¨¬¨ ÷ ®¤¨ { § ç®â¨à¬ . �â¦¥, §  ¥-
«÷÷©¨© ª®'îªâ E ¬÷÷¬ «ì®ù ¤®¢¦¨¨ ¬®¦¥¬® ¢¨¡à â¨ ¡ã¤ì-ïª¨©
÷§ ¤¢®å ª®'îªâ÷¢ ¤®¢¦¨®î 3; ¢¨¡¥à¥¬® E = x1x3x4. � ¤®¢¥¤¥÷ â¥®-
à¥¬¨ ¤«ï ¯à®áâ®â¨ ¯®§ ç¥ì ¢¢ ¦ «®áì, é® ª®'îªâ E § «¥¦¨âì ¢÷¤
¯¥àè¨å m §¬÷¨å. �¤ ª ¯¥à¥ã¬¥à®¢ã¢ â¨ §¬÷÷ ¥ ¡ã¤¥¬®, ®áª÷«ìª¨
ã¬¥à æ÷ï §¬÷¨å ¥ ¢¯«¨¢ õ   áå¥¬ã ¯®¡ã¤®¢¨ g(x, y) { ¯÷¤áâ ¢¨¬® ã
f(x1, x2, x3, x4) §¬÷ã x § ¬÷áâì x1, §¬÷ã y § ¬÷áâì x3 â  x4; § ¬÷áâì
§¬÷®ù x2, ïª  ¥ ¢å®¤¨âì ¤® ®¡à ®£® ª®'îªâ  E, ¯÷¤áâ ¢¨¬® 0:

g(x, y) = f(x, y, 0, y) = x⊕ y ⊕ xyy ⊕ 0 · yy ⊕ x · 0 · yy = x⊕ y ⊕ xy.
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4.3. �à¨â¥à÷© äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨

�£÷¤® § ¯®§ ç¥ï¬¨ à®§ª« ¤ã (4.2), ®âà¨¬ãõ¬®: a = 0, a1 = 1,
a2 = 1. �«ï ¯®¡ã¤®¢¨ ª®'îªæ÷ù ÷§ äãªæ÷ù g(x, y) ÷ x §  à®§ª« ¤®¬ (4.3)
®¡ç¨á«¨¬® ª®áâ â¨ g, g1 ÷ g2:

g1 = a2 = 1; g2 = a1 = 1; g = a⊕ a1a2 = 1,

§¢÷¤ª¨ ®áâ â®ç® ®âà¨¬ãõ¬®:

x ∧ y = g(x⊕ 1, y ⊕ 1)⊕ 1 = g(x, y) = x⊕ y ⊕ x · y.

4.3. �à¨â¥à÷© äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨

�¥®à¥¬  4.6. �« á ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© K ∈ P2 õ äãªæ÷® «ì® ¯®¢¨¬
â®¤÷ ÷ â÷«ìª¨ â®¤÷, ª®«¨ K ¥ õ ¯÷¤¬®¦¨®î ¦®¤®£® ÷§ ¯'ïâ¨ ª« á÷¢
T0, T1, M , S, L:

([K] = P2) ⇔





K 6⊂ T0;

K 6⊂ T1;

K 6⊂ M ;

K 6⊂ S;

K 6⊂ L.

�®¢¥¤¥ï. �¥®¡å÷¤÷áâì. �à¨¯ãáâ¨¬®, é® K ⊂ T0. �®¤÷ ÷§ § ¬ª¥-
®áâ÷ ª« áã T0 ®âà¨¬ãõ¬®: [K] ⊂ [T0] = T0. �«¥ T0 6= P2 ( ¯à¨ª« ¤,
x /∈ T0), §¢÷¤ª¨ ®âà¨¬ãõ¬®, é® ã¬®¢  K 6⊂ T0 ¥®¡å÷¤  ¤«ï ¯®¢®â¨ ª« -
áã K. � «®£÷ç®, ª« á¨ T1, M , S, L § ¬ª¥÷, ÷ ¦®¤¥ § ¨å ¥ §¡÷£ õâìáï
§ P2 (x /∈ T1; x /∈ M ; x∧ y /∈ S; x∧ y /∈ L), §¢÷¤ª¨ ®âà¨¬ãõ¬® ¥®¡å÷¤÷áâì
¤«ï ¯®¢®â¨ K ã¬®¢ K 6⊂ T1; K 6⊂ M ; K 6⊂ S; K 6⊂ L.

�®áâ â÷áâì. �¥å © ¢¨ª®ãîâìáï ã¬®¢¨ K 6⊂ T0; K 6⊂ T1; K 6⊂ M ;
K 6⊂ S; K 6⊂ L. �¥ ®§ ç õ, é® ª« á K ¬÷áâ¨âì äãªæ÷ù fT0 /∈ T0; fT1 /∈ T1;
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�®§¤÷« 4. �ã«¥¢÷ äãªæ÷ù. �ãªæ÷® «ì  ¯®¢®â 

fM /∈ M ; fS /∈ S; fL /∈ L. �÷¤ªà¥á«¨¬®, é® äãªæ÷ù fT0 , fT1 , fM , fS, fL ¥
®¡®¢'ï§ª®¢® ¯®¯ à® à÷§÷. � ª, ª« á K ¬®¦¥ ¬÷áâ¨â¨ ª®'îªæ÷î, ïª 
¥ ¬÷áâ¨âìáï ã ª« á å S â  L, ÷ ù ù ¬®¦  ¢§ïâ¨ §  fS â  fL. �÷«ìè¥ â®£®,
áâà÷«ª  �÷àá  x ↓ y = x ∨ y ¥ ¬÷áâ¨âìáï ¢ ¦®¤®¬ã ÷§ ¯'ïâ¨ ¢ª § ¨å
ª« á÷¢, â®¡â®, ïªé® x ↓ y ∈ K, áâà÷«ªã �÷àá  ¬®¦  ¢§ïâ¨ §  ª®¦ã ÷§
äãªæ÷© fT0 , fT1 , fM , fS, fL.

�¥¯¥à ¤«ï ¤®¢¥¤¥ï ¯®¢®â¨ K ¤®áâ âì® à¥ «÷§ã¢ â¨ x ∧ y â  x áã-
¯¥à¯®§¨æ÷ï¬¨ äãªæ÷© fT0 , fT1 , fM , fS, fL ∈ K, ®áª÷«ìª¨  ¡÷à {x ∧ y, x}
äãªæ÷® «ì® ¯®¢¨© (¤¨¢. ¯à¨ª« ¤ 4.5). �¯®ç âªã ®âà¨¬ õ¬® ª®áâ -
â¨ 0 ÷ 1 â  äãªæ÷î x ÷§ äãªæ÷© fT0 , fT1 , fM , fS (¥«÷÷©  äãªæ÷ï  
æì®¬ã ¥â ¯÷ ¥ § ¤®¡¨âìáï), ¤«ï ç®£® à®§£«ï¥¬® ®ªà¥¬® ¤¢  ¢¨¯ ¤ª¨.

1. �¥å © fT0 ∈ T1; fT1 ∈ T0, â®¡â® ®¡¨¤¢÷ äãªæ÷ù fT0 â  fT1 ¥ §¡¥à÷£ -
îâì ®¤÷õù § ª®áâ â ÷ §¡¥à÷£ îâì ÷èã. � æì®¬ã ¢¨¯ ¤ªã, §£÷¤® § «¥¬®î
¯à® äãªæ÷î, é® ¥ §¡¥à÷£ õ ª®áâ âã, ÷§ äãªæ÷© fT0 â  fT1 ®âà¨¬ãõ¬®
ª®áâ â¨ 0 â  1:





fT0 /∈ T0

fT0 ∈ T1

⇒ 1 ∈ [{fT0}];




fT1 /∈ T1

fT1 ∈ T0

⇒ 0 ∈ [{fT1}].

�¥¯¥à x ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ §  «¥¬®î ¯à® ¥¬®®â®ã äãªæ÷î:
x ∈ [{fM , 0, 1}].

2. �¥å © fT0 /∈ T1  ¡® fT1 /∈ T0, â®¡â® ¯à¨ ©¬÷ ®¤  ÷§ äãªæ÷© fT0

 ¡® fT1 ¥ §¡¥à÷£ õ ®¡¨¤¢÷ ª®áâ â¨. �®¤÷, §  «¥¬®î ¯à® äãªæ÷î, é® ¥
§¡¥à÷£ õ ª®áâ âã, ¬®¦¥¬® ®âà¨¬ â¨ x, ¢¨ª®à¨áâ®¢ãîç¨ fT0  ¡® fT1 :





fT0 /∈ T0

fT0 /∈ T1

⇒ x ∈ [{fT0}]  ¡®





fT1 /∈ T0

fT1 /∈ T1

⇒ x ∈ [{fT1}].

�¥¯¥à ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ª®áâ â¨ 0 â  1 §  «¥¬®î ¯à® ¥á ¬®¤¢®ùáâã
äãªæ÷î: 0, 1 ∈ [{fS, x}].
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4.3. �à¨â¥à÷© äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨

�â¦¥, ¢ ®¡®å ¢¨¯ ¤ª å ÷§ äãªæ÷© fT0 , fT1 , fM , fS ®âà¨¬ãõ¬® 0, 1

â  x. �¥¯¥à x ∧ y ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ §  «¥¬®î ¯à® ¥«÷÷©ã äãªæ÷î:
x ∧ y ∈ [{fL, x, 0}]. �¥®à¥¬ã ¤®¢¥¤¥®.

� ã¢ ¦¥ï 4.4. �ç¥¢¨¤®, é® ¤«ï ¡ã¤ì-ïª®£® äãªæ÷® «ì® ¯®¢®-
£®  ¡®àã K ⊂ P2 ÷áãõ äãªæ÷® «ì® ¯®¢¨© ¯÷¤ ¡÷à K1 ⊂ K, ïª¨©
¬÷áâ¨âì ¥ ¡÷«ìè¥ ÷¦ ¯'ïâì äãªæ÷©. � á¯à ¢¤÷ § ¢¦¤¨ ¬®¦  § ©â¨
äãªæ÷® «ì® ¯®¢¨© ¯÷¤ ¡÷à, é® ¬÷áâ¨âì ¥ ¡÷«ìè ÷¦ ç®â¨à¨ äãª-
æ÷ù, ®áª÷«ìª¨ ¤«ï ¤®¢¥¤¥ï ¯®¢®â¨ ¢ ®¤®¬ã ¢¨¯ ¤ªã § ¤®¡¨« áì ¥-
¬®®â®  äãªæ÷ï,   ¢ ¤àã£®¬ã { ¥á ¬®¤¢®ùáâ .

�à¨ª« ¤ 4.20. 1. �®á«÷¤¨¬®   äãªæ÷® «ìã ¯®¢®âã  ¡÷à äãª-
æ÷© {→,⊕}. �«ï §àãç®áâ÷ ¯®¡ã¤ãõ¬® â ¡«¨æî  «¥¦®áâ÷ æ¨å äãªæ÷©
¤® ª« á÷¢ T0, T1, M , S, L (â ¡«. 4.3).

� ¡«¨æï 4.3
T0 T1 M S L

→ − + − − −
⊕ + − − − +

� «¥¦÷áâì ç¨ ¥ «¥¦÷áâì äãªæ÷ù ¤®
äãªæ÷® «ì®£® ª« áã ¯®§ ç¥® ¢÷¤¯®¢÷¤®
á¨¬¢®« ¬¨ ¿+À â  ¿−À. � ª÷ â ¡«¨æ÷  §¨¢ -
îâì â ¡«¨æï¬¨ �®áâ . �¨¤®, é® ª®¦¥ áâ®¢-

¯¥æì â ¡«¨æ÷ ¬÷áâ¨âì ¯à¨ ©¬÷ ®¤¨ ¿−À, â®¡â®  ¡÷à {→,⊕} ¥ õ ¯÷¤-
¬®¦¨®î ¦®¤®£® ÷§ ¯'ïâ¨ ª« á÷¢ T0, T1, M , S, L,   ®â¦¥ õ äãªæ÷®-
 «ì® ¯®¢¨¬.

2. �®á«÷¤¨¬®   äãªæ÷® «ìã ¯®¢®âã  ¡÷à {→,↔}. �®¡ã¤ãõ¬®
â ¡«¨æî �®áâ  ¤«ï äãªæ÷© æì®£®  ¡®àã (â ¡«. 4.4).

� ¡«¨æï 4.4
T0 T1 M S L

→ − + − − −
↔ − + − − +

� ¡÷à {↔,⊕} õ ¯÷¤¬®¦¨®î ª« áã T1,   ®â-
¦¥ ¥ õ äãªæ÷® «ì® ¯®¢¨¬. � ª, ÷§ æì®£®  -
¡®àã ¥ ¬®¦  ®âà¨¬ â¨ ª®áâ â¨ 0, äãªæ÷ù x,
÷ ¢§ £ «÷ ¦®¤®ù äãªæ÷ù, ïª  ¥  «¥¦¨âì T1.

3. � ¡÷à {x ↓ y} õ äãªæ÷® «ì® ¯®¢¨¬, ®áª÷«ìª¨ áâà÷«ª  �÷àá  ¥
� ¡«¨æï 4.5
T0 T1 M S L

↓ − − − − −

 «¥¦¨âì ¦®¤®¬ã ÷§ ª« á÷¢ T0, T1, M , S, L

(â ¡«. 4.5). � «®£÷ç®, ¯®¢¨¬ õ  ¡÷à {x|y},
é® ¬÷áâ¨âì «¨è¥ èâà¨å �¥ää¥à .
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�®§¤÷« 4. �ã«¥¢÷ äãªæ÷ù. �ãªæ÷® «ì  ¯®¢®â 

�  è ç á â¥®à÷ï äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨ ã§ £ «ì¥    äãªæ÷ù
f : {0, 1, . . . , k − 1}×n → {0, 1, . . . , k − 1} (k-§ ç  «®£÷ª ), ¬®¦¨ã
â ª¨å äãªæ÷© ¯®§ ç îâì ç¥à¥§ Pk; ªà¨â¥à÷ù äãªæ÷® «ì®ù ¯®¢®â¨ ã
Pk ¤®á«÷¤¦ãîâìáï,  ¯à¨ª« ¤, ¢ [7].
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�®ª ¦ç¨ª â¥à¬÷÷¢

�ªá÷®¬¨ ¡ã«¥¢®ù  «£¥¡à¨ 53
Ä à¥è÷âª¨ 21
�à÷áâì äãªæ÷ù 109
�â®¬ 64

�ã«¥¢   «£¥¡à  53
�ã«¥¢¥ ª÷«ìæ¥ 63
�ã«¥¢÷  «£¥¡à¨ ÷§®¬®àä÷ 67

�¨à §  ¤ ¡ã«¥¢®î  «£¥¡à®î 73
�¨à §¨ ¥ª¢÷¢ «¥â÷ 74
�÷¤®è¥ï ¯®àï¤ªã, ¯®¢'ï§ ¥ § à¥è÷â-
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���� ¤¨¢. �®à¬  ¤¨§'îªâ¨¢  ®à-
¬ «ì  ¤®áª® « 
�¨§'îªâ 78
Ä ¯®à®¦÷© 78
�¨§'îªæ÷ï 21, 53
�÷ £à ¬¨ �¥áá¥ 8
���� ¤¨¢. �®à¬  ª®'îªâ¨¢  ®à-
¬ «ì  ¤®áª® « 
��� ¤¨¢. �®à¬  ¤¨§'îªâ¨¢  ®à-
¬ «ì 
�®¢¦¨  ¤¨§'îªâ  78
Ä ª®'îªâ  75

�®¯®¢¥ï 38, 53

�«¥¬¥â ¬ ªá¨¬ «ì¨© 10
Ä ¬÷÷¬ «ì¨© 10
Ä  ©¡÷«ìè¨© 12
Ä  ©¬¥è¨© 12
�«¥¬¥â¨ ¢§ õ¬®¤®¯®¢¥÷ 38
Ä ¯®à÷¢ï÷ 6

� ¬¨ª ï ª« áã ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© 112
�¬÷  ÷áâ®â  111
Ä ä÷ªâ¨¢  111

ö§®¬®àä÷§¬ ¡ã«¥¢¨å  «£¥¡à 67
Ä à¥è÷â®ª 33
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Ä ï¤à®¢  96
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�« á ¡ã«¥¢¨å äãªæ÷© ¯®¢¨© 114
Ä Ä Ä äãªæ÷® «ì® § ¬ª¥¨© 114
��� ¤¨¢. �®à¬  ª®'îªâ¨¢  ®à-
¬ «ì 
�®'îªâ 74
Ä ¯®à®¦÷© 75
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Ä Ä §¢¥àåã 36
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�ã¯¥à¯®§¨æ÷ï äãªæ÷© 112

� ¡«¨æï ÷¬¯«÷ª â  101
Ä Ä á¯à®é¥  103
Ä �®áâ  133
�¢¥à¤¦¥ï á ¬®¤¢®ùáâ¥ 40
�à÷©ª  ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢  47

�®à¬  ¤¨§'îªâ¨¢  ®à¬ «ì  75
Ä Ä Ä ¤®áª® «  76
Ä Ä Ä áª®à®ç¥  97
Ä Ä Ä âã¯¨ª®¢  87
Ä ª®'îªâ¨¢  ®à¬ «ì  79
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�ãªæ÷ù ¡ã«¥¢÷ ¥ª¢÷¢ «¥â÷ 111
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