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Актуальність дослідження

■ дослідження процесів теплопередачі в неоднорідних середовищах;

■ комп'ютерне моделювання фізичних процесів у неоднорідних середовищах;

■ як наслідок, застосування отриманих результатів у різних сферах промисловості.
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Об'єкт, предмет, мета

Об'єкт: задача Коші для параболічного диференціального рівняння з оператором Лапласа 
за мірою.

Предмет: диференціальні рівняння в скінченновимірних гільбертових просторах, 
простори з неінваріантною скінченною мірою, побудова дивергенції та лапласіана в таких 
просторах.

Мета: побудувати рівняння теплопровідності у просторі з неінваріантною скінченною 
мірою, віднайти його розв'язок для деяких часткових випадків, а також загальний розв'язок 
(в обмеженій та необмеженій областях), довести єдиність та існування розв'язку 
відповідної задачі Коші.
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Постановка задачі

■ побудова рівняння теплопровідності у просторі з неінваріантною мірою і відповідної 
задачі Коші;

■ розв'язання рівняння в найпростіших часткових випадках;

■ знаходження загального розв'язку;

■ доведення єдиності та існування розв'язку задачі Коші.
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Постановка задачі Коші
Нехай 𝜇 — міра, абсолютно неперервна відносно міри Лебега 𝜆, d𝜇

d𝜆
=:𝑔 ∈ 𝐿1 ℝ𝑛; ℝ; 𝜆 ∩

𝐶1 ℝ𝑛; ℝ , 𝑔 ≥ 0; 𝑔 > 0 майже всюди. 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑢 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 неперервно диференційовна
за 𝑡 та двічі неперервно диференційовна за 𝑥1, … , 𝑥𝑛 і обмежена разом зі своїми похідними.
Уведемо скалярний добуток на 𝐿2 ℝ𝑛; ℝ; 𝜇 таким чином: 𝑓, 𝑔 = ℝ𝑛׬ 𝑓𝑔 𝑑𝜇. На 𝐶𝑏

1 ℝ𝑛; ℝ𝑛

визначимо оператор дивергенції: div = −𝐠𝐫𝐚𝐝∗ і, відповідно, оператор Лапласа на 𝐶𝑏
2 ℝ𝑛; ℝ :

∆𝑢 = div ∘ 𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑢. Для введених понять запишемо таку задачу Коші:

൞

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑥, 𝑡 = ∆𝑢 𝑥, 𝑡 ,

𝑢 𝑥, 0 = 𝜑 𝑥 .
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Переформульована задача Коші

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑥, 𝑡 =෍

𝑖=1

𝑛
𝜕 ln𝑔

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖
2 ,

𝑢 𝑥, 0 = 𝜑 𝑥 .
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Розв'язки в часткових випадках

𝑔 𝑥 = ൝𝑒
− σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛;
0, інакше.

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=෍

𝑖=1

𝑛

−
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖
2 ;

𝑢 0, 𝑥 = 𝜑 𝑥 .

𝑢 𝑡, 𝑥 =
1

2𝜋 𝑛
න

−∞

∞
−𝑖 ෤𝜑 𝜔 𝑒𝑖(𝑥,𝜔)σ𝑘=1

𝑛 𝜔𝑘

෤𝜑 𝜔 1 − 𝑒𝑖𝑡 σ𝑘=1
𝑛 𝜔𝑘 σ𝑘=1

𝑛 𝜔𝑘
2 − 𝑖𝑒𝑖𝑡 σ𝑘=1

𝑛 𝜔𝑘 σ𝑘=1
𝑛 𝜔𝑘

𝑑𝜔 ,

де ෤𝜑 𝜔 — перетворення Фур'є вихідної початкової умови 𝜑 𝜔 .

Експоненціальна міра, багатовимірний випадок
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𝑔 𝑥 = 𝑒−
𝑥2

2 ൞
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
;

𝑢 0, 𝑥 = 𝜑 𝑥 .

𝑢 𝑡, 𝑥 =
1

2𝜋
න

−∞

∞
𝑒𝑖𝜔𝑥𝑒𝑡 ෤𝜑 𝜔𝑒𝑡

𝜔2𝑒𝑡 ෤𝜑 𝜔𝑒𝑡 𝑒𝑡 − 1 + 1
𝑑𝜔 ,

де ෤𝜑 𝜔 — перетворення Фур'є вихідної початкової умови 𝜑 𝜔 .

Гаусова міра, одновимірний випадок
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Фундаментальний розв'язок
Розглядаємо диференціальний оператор 𝐿, визначений на Ω:

𝐿𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴 𝑥, 𝑡
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏 𝑥, 𝑡 ,

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑐 𝑥, 𝑡 𝑢 𝑥, 𝑡 −

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑥, 𝑡 ,

де 𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕

𝜕𝑥𝑛

𝑇
, Ω = ഥ𝐷 × 𝑇0, 𝑇1 , а 𝐷 — вимірна за Лебегом обмежена область.

Фундаментальним розв'язком рівняння 𝐿𝑢 = 0 (в Ω) будемо називати функцію Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏),
визначену для всіх 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 ∈ Ω2, 𝑡 > 𝜏, яка задовольняє наступним вимогам:

■ для фіксованих 𝜉, 𝜏 вона як функція 𝑥, 𝑡 𝑥 ∈ 𝐷, 𝜏 < 𝑡, 𝑇1 задовольняє умові 𝐿𝑢 = 0;

■ для кожної функції 𝑓(𝑥), неперервної в ഥ𝐷,

lim
𝜏↘𝑡

න

𝐷

Γ 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 𝑓 𝜉 𝑑𝜉 = 𝑓 𝑥 .
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𝑍 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 =
1

2 𝜋 𝑛
𝑡 − 𝜏 −

𝑛
2𝑒

𝑥−𝜉 2

4 𝑡−𝜏 .

𝑍 — фундаментальний розв'язок рівняння 𝐿0𝑢 = 0. Далі будемо шукати Γ у формі

Γ 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 = 𝑍 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 + න

𝜏

𝑡

න

𝐷

𝑍 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 Φ 𝑦, 𝜎; 𝜉, 𝜏 𝑑𝑦 𝑑𝜎 ,

де Φ визначається з умови, що Γ має задовольняти рівняння 𝐿𝑢 = 0. За певних умов можемо
записати

Φ 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 = 𝐿𝑍 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 + න

𝜏

𝑡

න

𝐷

𝐿𝑍 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 Φ 𝑦, 𝜎; 𝜉, 𝜏 𝑑𝑦 𝑑𝜎 .

Розв'язок отриманого рівняння шукатимемо у вигляді

Φ 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 = ෍

𝑣=1

∞

𝐿𝑍 𝑣 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 ,

де 𝐿𝑍 1 = 𝐿𝑍 і 𝐿𝑍 𝑣+1 𝑥, 𝑡, 𝜉, 𝜏 = 𝜏׬
𝑡
𝐷׬ 𝐿𝑍 𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜎 𝐿𝑍 𝑣 𝑦, 𝜎, 𝜉, 𝜏 𝑑𝑦 𝑑𝜎 .
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Випадок необмеженої області
Мiркування вище були наведенi лише для випадку обмеженої областi 𝐷 ⊂ ℝ𝑛 , але за

певних змiн вони справедливi також i для необмежених областей, зокрема для випадку 𝐷 = ℝ𝑛.
Якщо область 𝐷 необмежена, то припустимо, що виконуються наступнi твердження:

• (𝐴1)′: оператор 𝐿 рiвномiрно параболiчний в Ω ≡ 𝐷 × [𝑇0, 𝑇1];
• (𝐴2)′ : коефiцiєнти 𝐿 — обмеженi й неперервнi в Ω функцiї, що задовольняють
нерiвностi:

• 𝑎𝑖𝑗 𝑥, 𝑡 − 𝑎𝑖𝑗 𝑥0, 𝑡0 ≤ 𝐴 𝑥 − 𝑥0
𝛼 + 𝑡 − 𝑡0

𝛼

2 ,
• 𝑏𝑖 𝑥, 𝑡 − 𝑏𝑖 𝑥0, 𝑡 ≤ 𝐴 𝑥 − 𝑥0

𝛼,
• 𝑐 𝑥, 𝑡 − 𝑐 𝑥0, 𝑡 ≤ 𝐴 𝑥 − 𝑥0

𝛼

для деякого 𝛼 ∈ (0,1)
всюди в Ω. Визначення фундаментального розв’язку Γ(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) таке ж саме, як i в випадку
обмеженої областi, тiльки накладемо на нього ще одне обмеження:

𝑓 𝑥 ≤ 𝐶𝑒ℎ 𝑥 2

при деякiй додатнiй сталiй h.
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Існування розв'язку задачі Коші
Накладемо на початкову умову обмеження зростання: 𝜑 𝑥 ≤ 𝐶𝑒ℎ 𝑥 2

, де ℎ — деяка додатна стала,

що задовольняє умовi ℎ < 𝜆0

4𝑇
, 𝜆0 — така стала, що 𝜆0 𝑥 − 𝜉 ≤ σ𝑖,𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗 𝑦, 𝜎 𝑥𝑖 − 𝜉𝑖 𝑥𝑗 − 𝜉𝑗 ∀𝑥, 𝜉 ∈

𝐷, а 𝑇 = 𝑇1 − 𝑇0 (𝑎𝑖𝑗 — матриця, обернена до 𝑎𝑖𝑗). Також нехай 𝑓 𝑥 ≤ 𝐶𝑒ℎ 𝑥 2
.

Теорема. Нехай 𝐿 задовольняє умови (𝐴1)′, (𝐴2)′ (𝐷 = ℝ𝑛, 𝑇0 = 0, 𝑇1 = 𝑇), функцiї 𝑓(𝑥, 𝑡) та 𝜑(𝑥),
неперервнi вiдповiдно в Ω i ℝ𝑛, задовольняють умови, наведенi вище. Окрiм цього, нехай 𝑓(𝑥, 𝑡) локально
непервна за Гельдером (з показником 𝛼) вiдносно 𝑥 ∈ ℝ𝑛 рiвномiрно за 𝑡. Тодi функцiя

𝑢 𝑥, 𝑡 = න

ℝ𝑛

𝛤 𝑥, 𝑡; 𝜉, 0 𝜑 𝜉 𝑑𝜉 − න

0

𝑡

න

ℝ𝑛

𝛤 𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏 𝑓 𝜉, 𝜏 𝑑𝜉 𝑑𝜏

буде розв’язком задачi Кошi i

∀ 𝑥, 𝑡 ∈ Ω 𝑢 𝑥, 𝑡 ≤ 𝐶𝑘 𝑥 2,

де 𝑘 — стала, що залежить тiльки вiд ℎ, 𝜆0 i 𝑇.

12



Єдиність розв'язку задачі Коші

Теорема. Нехай оператор 𝐿 задовольняє умову 𝐴1 ′, функцiї 𝑎𝑖𝑗 𝑥, 𝑡 , 𝑏𝑖 𝑥, 𝑡 , 𝑐 𝑥, 𝑡

неперервнi в областi Ω = ℝ𝑛 × [0, 𝑇]. Тодi iснує не бiльше одного розв’язку задачi Кошi,
що задовольняє умову

න

0

𝑇

න

ℝ𝑛

𝑢 𝑥, 𝑡 𝑒−𝑘 𝑥 2
𝑑𝑥 𝑑𝑡 < ∞

при деякому додатному 𝑘.
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Висновки
У даній роботі була розглянута задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi в умовах

неiнварiантної мiри. Для двох часткових випадкiв (експоненційної та гаусової міри) за допомогою
перетворення Фур’є були знайденi аналiтичнi розв’язки, вираженi за допомогою зворотного
перетворення Фур’є певних виразi. У загальному випадку був знайдений фундаментальний
розв’язок параболiчного рiвняння у виглядi iнтегрального ряду за допомогою методу параметриксу.
Також для випадку необмеженої областi були наведенi обмеження на початковi функцiї та
щiльнiсть мiри, за яких розв’язок задачi Кошi iснує та є єдиним; було показано, який вид вiн має.

Як можна бачити, у випадку необмеженої областi розв’язок задачi Кошi буде iснувати лише за
досить суттєвих обмежень, накладених на щiльнiсть розглянутої неiнварiантної мiри. Тим не менш,
у реальних фiзичних задачах процеси теплопередачi розглядаються в твердих тiлах, рiдинах та
газах, якi є обмеженими, тому для додаткiв буде достатньо й слабших умов. Найбiльш
проблематичним в даному разi буде вiдшукання самого розв’язку задачi Кошi, оскiльки члени
розглянутого iнтегрального ряду, у виглядi якого ми шукаємо фундаментальний розв’язок
параболiчного диференцiального рiвняння, не завжди можуть бути знайденi в аналiтичному виглядi
— в даному разi доведеться застосувати чисельне iнтегрування, яке, очевидно, зменшить точнiсть
фiнального результату.
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Дякую за увагу!
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