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Мета дослiдження

Мета дослiдження

1 Коректно визначити задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа з
лапласiаном спецiального вигляду та обґрунтувати єдинiсть її
розв’язку

2 Побудувати загальну схему або формулу знаходження розв’язкiв у
випадку мiри, iнварiантної до ортогональної групи перетворень

3 Використовуючи побудовану схему, знайти явнi розв’язки для
заданих сiмей мiр
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Конструкцiя дивергенцiї векторного поля вiдносно мiри

Конструкцiя дивергенцiї вiдносно мiри

Нехай (X ,A, µ) — вимiрний простiр, де X = Rm, A — борелiвська
σ-алгебра пiдмножин X , а µ — мiра (тут пiд мiрою розумiємо
«заряд») на A.

Нехай Z — векторне поле класу C 1(X ) (саме поле i його похiдна
неперервнi), а ΦZ

t — потiк поля Z в момент часу t.
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Конструкцiя дивергенцiї векторного поля вiдносно мiри

Конструкцiя дивергенцiї вiдносно мiри

Означення (диференцiйовнiсть мiри)

Мiра µ називається диференцiйовною вздовж поля Z , якщо

∀A ∈ A ∃ d

dt

∣∣
0
µ(ΦZ

t (A)) =: ϑ(A).

З теореми Нiкодима-Вiталi випливає, що функцiя ϑ на алгебрi A також
є мiрою. Цю мiру називають «похiдною мiри µ вздовж поля Z» i
позначають ϑ = dZµ.

Також можна показати, що dZµ ≺ µ. Тодi, мiра dZµ має щiльнiсть
вiдносно мiри µ i саме ця щiльнiсть називається «дивергенцiєю
векторного поля Z вiдносно мiри µ» (divµ Z := d(dZµ)

dµ ).
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Конструкцiя дивергенцiї векторного поля вiдносно мiри

Властивостi дивергенцiї вiдносно мiри

Твердження

Нехай мiра µ диференцiйовна вздовж поля Z та f ∈ C 1(X ). Тодi
виконується наступна рiвнiсть:

divf ·µ Z = divµ(f · Z ) = f · divµ Z + (
#      »

grad f ,Z )

Для мiри Лебега λ виконується наступне: якщо поле Z ∈ C 1(X ), то λ є
диференцiйовною вздовж Z i тому iснує дивергенцiя divλ Z ; при цьому
дивергенцiя divλZ збiгається iз класичною дивергенцiєю векторного

поля divZ =
m∑

k=1

∂Zxk
∂xk

.
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Побудова Лапласiана за мiрою

Лапласiан за мiрою

Означення (Лапласiан за мiрою)

Оператор Лапласа за мiрою µ визначаємо наступним чином:

∆µ : C 2(X )→ C (X ); ∆µ := divµ ◦
#      »

grad .

Теорема (Принцип максимуму)

Нехай D — обмежена область в X , u ∈ C 2(D) ∩ C (D), мiра µ
диференцiйовна вздовж поля

#      »

grad u та ∆µu ≥ 0 (mod µ
∣∣
D

).
Припустимо також, що µ(U) > 0 для будь-якої непорожньої вiдкритої
пiдмножини U ⊂ D. Тодi sup

D
u = sup

S
u. Аналогiчно, якщо

∆µu ≤ 0 (mod µ
∣∣
D

), то inf
D

u = inf
S
u.
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Постановка задачi Дiрiхле

Постановка задачi

Нехай BR — вiдкрита куля радiуса R з центром в т. ~0 ∈ Rm. Нехай λ —
мiра Лебега в Rm («об’єм»).

Розглянемо тепер мiру µ = g · λ, де щiльнiсть g ∈ C 1(BR), а також g є
iнварiантною вiдносно ортогональних перетворень, тобто
g(~x) = g̃(‖~x‖).

Постановка задачi Дiрiхле. Знайти функцiю u : BR → R;

u ∈ C 2(BR) ∩ C (BR) таку, що:{
∆µu(~x) = divµ(

−−→
grad u(~x)) = 0 ∀~x ∈ BR ,

u
∣∣
∂BR

= f
(1)
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Постановка задачi Дiрiхле

Єдинiсть розв’язку задачi Дiрiхле

Iз принципу максимуму для лапласiана за мiрою негайно випливає
наступна

Теорема (Єдиностi розв’язку задачi Дiрiхле)

Нехай D — обмежена область в X , а мiра µ задовольняє умову
µ(U) > 0 для будь-якої непорожньої вiдкритої множини U ∈ D. Тодi
задача Дiрiхле (1) має не бiльше одного розв’язку.
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Постановка задачi Дiрiхле

Зведення до рiвняння з частинними похiдними

Використовуючи наведену вище властивiсть дивергенцiї вiдносно мiри,
у випадку, якщо µ = g · λ, отримуємо:

∆µu = g∆u + (
#      »

grad g ,
#      »

grad u).

Отже, поставлена задача Дiрiхле переписується у виглядi{
∆µu = g∆u + (

#      »

grad g ,
#      »

grad u) = 0 ∀~x ∈ D,
u
∣∣
∂D

= f (~x)
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Схема побудови розв’язкiв

Схема побудови розв’язкiв (двовимiрний випадок)

Нехай {Pn(ρ)}∞n=0 — розв’язки серiї рiвнянь

ρ2P ′′n (ρ) + ρ
[
1 + ρ(ln g(ρ))′

]
P ′n(ρ)− n2Pn(ρ) = 0, n ∈ N∪{0}, (2)

обмеженi на [0,R] разом зi своєю похiдною та такi, що Pn(R) 6= 0.
Тодi розв’язком задачi (1) буде функцiя

u(ρ, ϕ) =
α0

2

P0(ρ)

P0(R)
+
∞∑
n=1

Pn(ρ)

Pn(R)
(αn cos nϕ+ βn sin nϕ),

де {
αn = 1

π

∫ 2π
0 f (ϕ) cos nϕdϕ, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

βn = 1
π

∫ 2π
0 f (ϕ) sin nϕdϕ, n = 1, 2, 3, . . .
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Схема побудови розв’язкiв

Схема побудови розв’язкiв (тривимiрний випадок)

Нехай {Pn(ρ)}∞n=0 — розв’язки серiї рiвнянь

r2P ′′n (r) + r
[
2 + r(ln g(r))′

]
P ′n(r)− n(n + 1)Pn(r) = 0, n ∈ N∪{0}, (3)

обмеженi на [0,R] разом зi своєю похiдною та такi, що Pn(R) 6= 0.
Тодi розв’язком задачi (1) буде функцiя

u(r , θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
k=−n

ank
Pn(r)

Pn(R)
Ynk(θ, ϕ),

де Ynk(θ, ϕ) — сферичнi функцiї,

ank =

∫∫
[0,π]×[0,2π]

f (θ, ϕ)Ynk(θ, ϕ)dθ dϕ

∫∫
[0,π]×[0,2π]

(Ynk(θ, ϕ))2 dθ dϕ
, n ∈ N∪{0}, |k | ≤ n.
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Явнi розв’язки

Явнi розв’язки (двовимiрний випадок)

Теорема

Нехай m = 2, g(~x) = A‖~x‖B , де A > 0, B ≥ 0. Розв’язок задачi (1) має
наступний вигляд:

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
n=1

( ρ
R

)λn
(αn cos nϕ+ βn sin nϕ),

де

λn =
−B +

√
B2 + 4n2

2
, n ≥ 1,{

αn = 1
π

∫ 2π
0 f (ϕ) cos nϕdϕ, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

βn = 1
π

∫ 2π
0 f (ϕ) sin nϕdϕ, n = 1, 2, 3, . . .
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Явнi розв’язки

Явнi розв’язки (двовимiрний випадок)

Теорема

Нехай m = 2, g(~x) = Ae−B‖~x‖
d
, де A > 0, B > 0, d > 0. Розв’язок

задачi (1) має наступний вигляд:

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
n=1

( ρ
R

)n F ( n
d ,

2n+d
d ,Bρd)

F ( n
d ,

2n+d
d ,BRd)

(αn cos nϕ+ βn sin nϕ)

(тут F (a, b, x) — вироджена гiпергеометрична функцiя 1-го роду),
де {

αn = 1
π

∫ 2π
0 f (ϕ) cos nϕdϕ, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

βn = 1
π

∫ 2π
0 f (ϕ) sin nϕdϕ, n = 1, 2, 3, . . .
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Явнi розв’язки

Явнi розв’язки (тривимiрний випадок)

Теорема

Нехай m = 3, g(~x) = A‖~x‖B , де A > 0, B ≥ 0. Розв’язок задачi (1) має
наступний вигляд:

u(r , θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
k=−n

ank

( r

R

)λn
Ynk(θ, ϕ),

де

λn =
−1− B +

√
(1 + B)2 + 4n(n + 1)

2
, n ≥ 0,

ank =

∫∫
[0,π]×[0,2π]

f (θ, ϕ)Ynk(θ, ϕ)dθ dϕ

∫∫
[0,π]×[0,2π]

(Ynk(θ, ϕ))2 dθ dϕ
, n ∈ N∪{0}, |k | ≤ n.
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Явнi розв’язки

Явнi розв’язки (тривимiрний випадок)

Теорема

Нехай m = 3, g(~x) = Ae−B‖~x‖
d
, де A > 0, B > 0, d > 0. Розв’язок

задачi (1) має наступний вигляд:

u(r , θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
k=−n

ank

( r

R

)n F ( n
d ,

n+d+1
d ,Brd)

F ( n
d ,

n+d+1
d ,BRd)

Ynk(θ, ϕ),

де F (a, b, x) — вироджена гiпергеометрична функцiя першого роду,
Ynk(θ, ϕ) — сферичнi функцiї,

ank =

∫∫
[0,π]×[0,2π]

f (θ, ϕ)Ynk(θ, ϕ)dθ dϕ

∫∫
[0,π]×[0,2π]

(Ynk(θ, ϕ))2 dθ dϕ
, n ∈ N∪{0}, |k | ≤ n.
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Наукова новизна

Наукова новизна

Дослiдження певною мiрою опиралось на класичну теорiю для
рiвняння Лапласа зi звичайним лапласiаном.

Але, наскiльки менi вiдомо, задача вiдшукання розв’язку задачi
Дiрiхле з лапласiаном за мiрою є новою i ранiше не розглядалась.
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Практична значимiсть

Практична значимiсть

З фiзичної точки зору введення лапласiана за мiрою дає можливiсть
розглядати задачу в областях, якi не є однорiдними — мають змiнну
теплопровiднiсть, електропровiднiсть тощо.

А власне задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа з таким лапласiаном
описує поведiнку стацiонарних розподiлiв у цих областях.
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Перспективи подальших дослiджень

Перспективи подальших дослiджень

У майбутньому планується узагальнити розв’язок задачi на випадок
довiльної розмiрностi простору.

Також хотiлось би звести розв’язок до бiльш компактного вигляду на
зразок вiдомої формули Пуассона для задачi Дiрiхле з класичним
лапласiаном.
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Перспективи подальших дослiджень

За результатами даного дослiдження було зроблено доповiдь на VII
Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вчених з математики.

Також планується публiкацiя в науковому журналi.
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Перспективи подальших дослiджень

Дякую за увагу
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