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Задачі прийняття рішення в умовах конфлікту 

декількох гравців: 

Навігаційне керування 

Задачі економіки  

Задачі поведінкової екології 

Задачі  хімічної кінетики 
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• Аналіз предметної області, вибір методів 
математичного моделювання і розв'язання задач 
переслідування; 

• Порівняння методів обчислення фундаментальних 
матриць для гри переслідування; 

• Розв'язання та аналіз задачі переслідування у 
випадку одного та групи переслідувачів 

• Реалізація візуалізації простого переслідування 
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Задача зближення з чистим 
запізненням 

Розглянемо задачу переслідування з  одним переслідувачем та одним 

втікачем 

                                𝑧 𝑡 = 𝑏  𝑧 𝑡 − 𝜏 + 𝜑 𝑈, 𝑣 ,                            (1) 
   𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝑧 𝑡 = 𝑧0, −𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 0,  

   де𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 𝑦(𝑡),   𝜑 𝑈, 𝑣 = 𝑢 𝑡 − 𝑣 𝑡 ,  

          0 < 𝑏 < 1,   𝑢 ≤ 1,     𝑣 ≤ 1 − 𝑏,   𝑧0 = 1. 

• Умова закінчення гри: z ∈ 𝑀∗ 

• Термінальна множина: 𝑀∗ = 𝑀0 +𝑀 

  𝑀∗ = 𝑀 = 𝑀0 = 𝑧 ∈ 𝑅𝑛: 𝑧 = 0 ,  𝐿 = 𝑅𝑛,   

 𝜋 − ортопроектор, що діє з 𝑅𝑛 у 𝐿,  

 𝜋 = 𝐼𝑛 . 
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Диференціальне рівняння 
запізнюючого типу 

Фундаментальна матриця для даної гри, знайдена з використанням експоненціала з 
запізненням має наступний вигляд: 

• 𝑒𝑥𝑝𝜏 𝐵, 𝑡 =

Θ,−∞ < 𝑡 < −𝜏;
𝐼, −𝜏 ≤ 𝑡 < 0;
……………

𝐼 + 𝐵
𝑡

1!
+ 𝐵2 𝑡−𝜏 2

2!
+⋯+ 𝐵𝑘 𝑡− 𝑘−1 𝜏 𝑘

𝑘!
, 𝑘 − 1 𝜏 ≤ 𝑡 < 𝑘𝜏

……………  

         (2) 

 
Тоді загальний розв’язок системи має вигляд  

𝑥 𝑡 = 𝑒𝑥𝑝𝜏 𝑏𝐼𝑛, 𝑡 𝜑 −𝜏   +  𝑒𝑥𝑝𝜏 𝑏𝐼𝑛, 𝑡 − 𝜏 − 𝑠 𝜑′ 𝑠 𝑑𝑠 +   

0

−𝜏

 

+  𝑒𝑥𝑝𝜏 𝑏𝐼𝑛, 𝑡 − 𝜏 − 𝑠 𝑢 𝑠 𝑑𝑠.        

𝑡

0

 

Де 𝜑 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑣(𝑡)  
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Схема методу розв’язуючих 
функцій 

Поубудємо багатозначне відображення  
  

𝑊 𝑡, 𝑣 = 𝜋𝐾 𝑡 𝜑 𝑈, 𝑣 ,    𝑊 𝑡 = 𝑊 𝑡, 𝑣 ,

𝑣∈𝑉

                       (3) 

  
де 𝐾 𝑡 = 𝑒𝑥𝑝𝜏 𝐵, 𝑡  – функціональна матриця, що відповідає 
однорідній системі  
  

𝑧 𝑡 = 𝑏𝑧 𝑡 − 𝜏 , 𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ≥ 0.                       (4)  
  
Умова Понтрягіна. Відображення 𝑊 𝑡 ≠ ∅ для усіх 𝑡 ≥ 0.   
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• Фіксуємо селектор 𝛾 𝑡 ∈ 𝑊 𝑡 = 0 ,  𝑡 ≥ 0 

• 𝜉 𝑡, 𝑧0 ∙ , 𝛾 ∙ = 𝜋𝐾 𝑡 𝑧0 0 +  𝜋𝐾 𝑡 − 𝑠 − 𝜏 𝐵𝑧0 𝑠 𝑑𝑠 +  𝛾 𝑠 𝑑𝑠 
𝑡

0

0

−𝜏
 

• Розв’язуюча функція: 𝛼(𝑡, 𝑠 , 𝑧0 ∙ , 𝑣, 𝛾 ∙ ) = 

= 𝑠𝑢𝑝 𝛼 ≥ 0: 𝑊 𝑡 − 𝑠, 𝑣 − 𝛾 𝑡 − 𝑠 ⋂𝛼 𝑀 − 𝜉 𝑡, 𝑧0 ∙ , 𝛾 ∙ ≠ ∅   

де  𝑠 ∈ 0, 𝑡 , 𝑣 ∈ 𝑉, 𝛾 ∙ ∈ 𝐺,𝑚 ∈ 𝑀, 𝑧 ∈ 𝑅𝑛 

• 𝑇 𝑧0 ∙ , 𝛾 ∙ = 𝑖𝑛𝑓 𝑡 ≥ 0:  𝑖𝑛𝑓
𝑣∈𝑉

𝛼 𝑡, 𝑠 , 𝑧0 ∙ , 𝑣, 𝛾 ∙ 𝑑𝑠 ≥ 1
𝑡

0
, 𝛾 ∙ ∈ 𝐺 

• Контрольна функція ℎ 𝑡 = 1 −  𝛼 𝑇, 𝑠, 𝑧0 ∙ , 𝑣, 𝛾 ∙ 𝑑𝜏; 
𝑡

0
 

ℎ 0 = 1, ℎ 𝑡∗ = 0 

Схема методу розв’язуючих 
функцій 
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• Розглянемо задачу групового переслідування з 𝜒 переслідувачами та 

одним втікачем 

𝑧 𝑖 𝑡 = 𝑏𝑖  𝑧𝑖 𝑡 − 𝜏𝑖 + 𝑢𝑖 𝑡 − 𝑣 𝑡 ,    𝑧𝑖 ∈ 𝑅𝑛𝑖 ,    𝑖 = 1,… , 𝜒             (5) 

з початковою умовою  𝑧𝑖 𝑡 = 𝑧0𝑖 𝑡 , −𝜏𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 0, 𝑖 = 1,… , 𝜒. 

При параметрах  0 < 𝑏𝑖 < 1, 𝜏𝑖 > 0. 

• Множини керувань мають наступний вигляд: 

𝑈𝑖 = 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑛𝑖: 𝑢𝑖 ≤ 1 , 𝑖 = 1,… , 𝜒, 𝑉 = 𝑣 ∈ 𝑅𝑛: 𝑣 ≤ 1 − 𝑏 . 

• Термінальна множина 𝑀∗
𝑖 = 𝑀𝑖 = 𝑀0

𝑖= 𝑧𝑖 ∈ 𝑅𝑛𝑖:  𝑧𝑖 = 0 , 𝐿 =  𝑅𝑛𝑖 , 𝜋𝑖 −

 оператори тотожнього претворення, ортопроектор, що діє з 𝑅𝑛𝑖  у 𝐿 

Задача групового зближення з 
чистим запізненням 
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• 𝛼𝑖  (𝑡, 𝑠, 𝑧
0
𝑖 ∙ , 𝑣, 0)  =

𝑒𝑥𝑝𝜏𝑖 𝑏𝑖∙𝐼𝑛,𝑡−𝑠

𝜉𝑖 𝑡,𝑧
0
𝑖 ∙ ,0

2 [ 𝜉𝑖 𝑡, 𝑧
0
𝑖 ∙ , 0 , 𝑣 + 

+ 𝜉𝑖 𝑡, 𝑧
0
𝑖 ∙ , 0 , 𝑣 2 − 𝜉𝑖 𝑡, 𝑧

0
𝑖 ∙ , 0

2 𝑣 2 − 1 ], 𝑖 = 1, 𝜒,  
 
Якщо накласти умову  

𝛿 𝑧0 ∙ = min
𝑣 ≤1

max
𝑖=1,…,𝜒

𝛼𝑖 𝑡, 𝑠 , 𝑧
0
𝑖 ∙ , 𝑣, 0 > 0,   

то гарантується скінченність часу переслідуваня 

• Оцінка часу переслідування 

𝑇𝜒 𝑧0𝑖 ∙ , 0 ≤
𝜒

𝛿 𝑧0 ∙
. 

  

Задача групового зближення з 
чистим запізненням 
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Якщо 𝑡∗ = 𝑡∗ 𝑣 ∙ − момент переключення, в якому контрольна функція  

1 − max
𝑖=1,…,𝜒

 𝛼𝑖 𝑡, 𝑠 , 𝑧
0
𝑖 ∙ , 𝑣, 0 𝑑𝑠 

досягає нуля, то керування переслідувачів, для яких час 𝑇𝜒 𝑧0𝑖 ∙ , 0  належить проміжку 0, 𝑡∗ ,  такі 

𝑢𝑖 𝑠 = 𝑣 𝑠 − 𝑒𝑥𝑝𝜏𝑖
−1 𝑏𝑖 ∙ 𝐼𝑛 , 𝑇𝜒 − 𝑠 ∙ 𝛼𝑖 𝑡, 𝑠 , 𝑧

0
𝑖 ∙ , 𝑣, 0 𝜉𝑖 𝑡, 𝑧

0
𝑖 ∙ , 0 , 𝑖 = 1, 𝜒,        (6) 

і на проміжку [𝑡∗, 𝑇𝜒] для тих переслідувачів 𝑖, для яких виконується рівність  

 

 𝛼𝑖 𝑡, 𝑠 , 𝑧
0
𝑖 ∙ , 𝑣, 0 𝑑𝑠 = max

𝑖=1,…,𝜒

𝑡∗

0

 𝛼𝑖 𝑡, 𝑠 , 𝑧
0
𝑖 ∙ , 𝑣, 0 𝑑𝑠,

𝑡∗

0

 

керування має вигляд 

  

𝑢𝑖 𝑠 = 𝑒𝑥𝑝𝜏𝑖
−1 𝑏𝑖 ∙ 𝐼𝑛 , 𝑇𝜒 − 𝑠 ∙ 𝑣 𝑠 ,                                                           (7) 

  

а для інших переслідувачів – керування на проміжку  𝑡∗, 𝑇𝜒  довільні. 

Задача групового зближення з 
чистим запізненням 
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Метод паралельного наближення 

𝑧 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑣(𝑡),      𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉,                           (8) 
  
де 𝐴, 𝐵 – константні квадратні матриці порядку  𝑛;  
𝑈, 𝑉 − непорожні компакти з 𝑅𝑛 
 
Простий рух:  
 
Закон руху переслідувача  𝑥 = 𝑢, 𝑢 ≤ 𝛼 
Закон руху втікача   𝑦 = 𝑣, 𝑣 ≤ 𝛽  

Тут 𝑥 = 𝑥1, 𝑥2 , 𝑦 = 𝑦1, 𝑦2 , 𝑢 = 𝑢1, 𝑢2 , 𝑣 = 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑅2. 
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Візуалізація простого 
переслідування 

 



• досліджено сучасний стан розробок методів 
розв’язку диференціально-різницевих ігор із 
запізненням 

• знайдені достатні умови закінчення гри за 
гарантований знайдений час для конкретної 
задачі в умовах двох гравців та групового 
переслідування  

• Розроблено продукт візуалізації траєкторій руху 
системи при простому переслідуванні 
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